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摘要: 本文根据传统静态细分方法的不足点，提出一类新颖的半静态回插细分方法．我们结合了统一的细分

框架、半静态控制和回插补偿三者的优势，基于细分算子的观点，分别给出了曲线和曲面情况的细分规则，

并对其极限性质做出了讨论．按照本文方法，可以在不改变控制顶点的情况下，构造出从逼近到插值控制顶

点的一系列曲线曲面．在曲面情况，引入网格顶点和连接边的方向标注，以生成具有整体方向性的光顺曲面．由

于本文方法基于符号表示，易于实现与扩展，适合于计算机动画造型和工业原型设计． 
关 键 词: 曲面造型；细分曲面；插值方法；曲线离散 
中图法分类号: TP391      文献标识码: A 

90 年代以来, 细分曲面造型技术得到迅猛发展．细分曲面作为一种曲面离散方法，结合了多边形造型和

NURBS 样条造型的优点，算法简洁稳定，可适用于任意拓扑网格，因而在计算机动画造型，CAD 和有限元

分析等领域都得到广泛应用．根据生成规则的差异，细分曲面可以分为若干类型．最主要的细分曲面有基于

张量积推广的 Catmull-Clark[1]和 Doo-Sabin 细分曲面[2]，适用于三角网格的 Loop 细分曲面[3], 以及具有插值

能力的蝶形细分曲面 [4][5]．研究者利用细分方法的对称性，基于离散傅立叶变换对这些细分曲面的极限性质

进行了分析[2][6-10]. 然而，传统细分曲面存在以下的不足之处： 
(1) 静态的细分参数使得控制网格给定时，极限曲面形状就随之固定，毫无进一步调整的余地； 
(2) 一些重要的形状特征如旋转面，无法给予合理的精确表示，成为其在工业设计应用中的障碍；  
(3) 应用基于样条的逼近方法[1][2][3]存在收缩现象，不利于插值；而另一方面插值方法[4][5]光顺性不佳； 
(4) 众多方法缺少统一，不利于系统集成和向高次或高维等一般情况的推广． 
为克服这些局限性，DeRose 等人[11]引入了顶点和边的标注；Qin 等人[12]在网格中引入物理特性，提出

了动态细分曲面模型，两者部分地解决了不足之处(1)；同时，Sederberg 和 Zheng 等人[13]提出 NURSS 模型

用来解决不足之处(1)和(2)．但以上方法的实现仍较复杂或者交互不够直观．此后，Morin 等人[14]基于 C-B-
样条方法[15]提出了旋转细分曲面；本文作者基于核函数概念引入非线性方法独立提出了半静态细分算法[16]． 
    目前，针对(3)和(4)的工作已经成为细分曲面的一个研究重点．本文的目的就是在这方面作一个积极的探

索．首先，我们看到，正由于(3)的原因，利用文[14][16]的方法构造旋转面并插值控制顶点时，必须进行复

杂的顶点反求，很不方便．受 Maillot 等人[17]的静态细分法的启发，本文通过在基于样条逼近的细分方法之

后追加回插补偿的步骤，可产生插值控制顶点的细分曲面而避免求解方程组，并可在逼近和插值之间进行调

和，利于交互．其次，我们看到，已有的连续性分析表明，单纯静态的回插细分格式如经典的四点法曲线，

为达到较高的连续阶数，调节范围相当小且形状相对扁平；而半静态细分允许每次选取不同参数，极限性质
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只取决于核函数在零点附近的性质，灵活性更大．然而，已有的半静态方法一般较难写出曲面极限的具体表

达式，用于插值场合较困难，因此半静态回插补偿细分是势所必然的了． 
针对不足之处(4)，Zorin 等人[18]提出一类基于四边片的统一算法框架，揭示了的细分方法都可分解为顶

点分裂操作和若干次对偶平均操作的原理，这与均匀 B-样条的卷积定义正好相吻合．由此我们想到，一个好

的细分曲面构造方法应当是一系列细分算子共同作用的结果，这里细分算子应当是向上采样，卷积平均和回

插补偿三种原子操作的组合．而且，由于原子操作实行简单，支撑集较小，可使系统简洁，稳定性提高．再

者，按照面向对象的设计思想，新的细分规则也非常容易得到扩充． 
正是基于以上的考虑，本文把细分统一实现思想、半静态控制和回插补偿三者的优势有机地结合，以细

分算子的观点，提出了一类统一的半静态回插细分方法．本文的第 1 节和第 2 节以算子形式讲述半静态回插

细分曲线/曲面的构造方法，第 3 节是极限性质的分析．第 4 节给出算法实现，算法的进一步扩展以及应用实

例，第 5 小节是结论和未来的工作展望． 
 

1   半静态回插细分曲线 

根据 B-样条的卷积定义可导出如下原理：均匀 B-样条曲线的中点插入离散方法可等价地分解为线性插

值以及相继的若干邻域平均的步骤．基于该原理的推广，我们得出了一类半静态曲线离散方法．该方法的第

一步是中点线性插值，我们称之为向上采样(up-sampling)算子 :{ } { }i iU ′P P6  

 2 2 1 1
1: ;  : ( )
2i i i i i+ +′ ′= = +P P P P P  (1) 

这里 { }iP 初始控制顶点列， { }i′P 是新顶点列．如同文献[17]，符号“ :=”表示并行赋值操作；在串行实现时

可以先建立一个临时顶点数组，执行操作后统一赋值． 
该方法的第二步是 m 步邻域平均，由于这时新老控制多边形之间形成边-点对应，我们称之为对偶平均

算子 ( ( ); ) :{ } { }l l i iD f α ′ ′P Pi 6  
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Fig.1 Semi-stationary push-back subdivision curves 
图 1 半静态回插细分曲线的丰富表现能力 
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其中 lf 被称为核函数用于引入非线性， lα 是其参数．出于算法效率和扩展性之间的权衡，以下只考虑当 1l >
时 1lf ≡ 的情况．函数 1 ( )f f α= 取在零点附近一阶连续的实函数，且 (0) 1f ′ < ． 

 可以观察到，经过相继两次 ( ( ), )l lD f α• 作用，并用指标平移 1:{ } { : }i i iR +′ ′ ′=P P P6 调整之后，保持了顶点

对应 2i i′↔P P ，我们称这一组合是卷积平均算子，记为 C ．标记 1 1( ; , )h h m mf m D D DUα −=S … ，是对空间控制

多边形反复作用的细分算子 hS ，并每次更新 1 : / 2h hα α+ = ，这就给出了曲线的半静态细分方法．当 1f ≡ 它就

是均匀 B-样条曲线中点离散方法（图 1-a）；取 ( ) cos( / 2)f α α= 就是 1m + 次 C-B-样条曲线，当控制多边形为

正 K 边形时，取 0 2 / Kα π= 时可得到圆周（图 1-b）． 
必须指出，这种细分方法是逼近构造，迭代次数越多，收缩越明显．为纠正这种收缩现象，作用 2m k=

次对偶平均算子之后，利用顶点对应，我们增加一种操作，将偶数顶点位置以某种程度推回到初始对应顶点，

并对奇数顶点也作相应调整．我们把以上操作称为回插补偿(Push-back)算子 ( ( ); , ) : ({ },{ }) { }i i iP ω α δ ′ ′• P P P6  

 
2
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
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 (3) 

其中 δ 是回插因子， ( )ω α 是补偿函数．于是，形如 2 2 1 1( , ; , , ) k kf m PD D DUω α δ −=S … 的算子就定义了半静态

回插细分曲线算法，算法流程如图 2 所示．当 0δ = 时，算子 P 不发生作用； 1δ = 时形成插值算法．容易验

证当控制顶点在同一直线上，极限曲线也是直线段；当 ( ) 1,f α ≡ 0( ) ,ω α ω≡ 1k = 且 1δ = 时，它就生成标准的

四点法插值曲线（图 1-c）．注意到它无法精确的表示椭圆和圆周，因此我们构造插值 C-B-样条，可得出 
 定理 1. 设控制多边形为平面正 K 边形，取 ( ) cos( / 2)f α α= 和 ( ) 1/ cos( / 2)ω α α= ，当 0 2 / Kα π= 时极限曲

线是圆周（参阅图 1-d，其中 1.0δ = ；参阅图 1-e，其中 0.8δ = ；证略）． 
 此外，在最初几次细分中利用负的组合系数构造线性外插，可产生特殊形状，该类情形适合于平面艺术

设计（图 1-f,g,h 的参数见附录）． 

2   半静态回插细分曲面 

本节介绍基于四边形网格的细分曲面，它是张量积曲面的推广，因此图 2 所示的离散流程仍旧适用．曲

面情况离散对象是伪二维流形网格．这时，向上采样算子 2 2:U ′M M6 对应于空间网格的中点线性插值(图
3)．其中初始网格 2M 中的顶点 iV ，作用U 算子之后，对应生成新顶点 i′V ；同时每条边 ie 对分成两段，对应

  
Fig.2 Semi-stationary push-back subdivision flow chart

图 2 半静态回插细分流程 
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Fig.3 Mid-point linear interpolation on meshes
图 3 网格的中点线性插值 
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生成新边点 i′E ；每个面 if 对应生成新面点 i′F ．显然，作用一次U 算子之后，新网格 2′M 中每个面只有四个

顶点．用 • 表示集合包含元素个数．于是向上采样算子 2 2:U ′M M6 的计算公式是 

 1 2
1 1: ;  : ( );  : ;
2

i

i i i i
i ∈

′ ′ ′= = + = ∑
V f

V V E V V F V
f

 (4) 

其中 1 2,V V 是 ie 的顶点． 

为具有回插效果，将 2 2 1 1k kPD D DU− … 型细分方法转化为 1 1k kPC C C U−=S … ．在曲面情况，对网格 2′M 上

一点 P ，记与其有边相连的顶点集是 ( )Edges P ，与其同在一个拓扑面但不直接相连的对角顶点集是

( )Corners P ，卷积算子 2 2:lC ′ ′M M6 等价于对网格的进行 Laplace 算子磨光 
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f f
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+ ∑
V E E F

C P C
P ]

 (5) 

这里 iV , ,1iE , ,2iE 和 iF 分别为环绕顶点 P 旋转的第 i 个四边形面上的新顶点，两个新边点和新面点；辅助顶点

iC 对应于四个顶点的线性平均，我们称之为环中心(Loop Center)．在 1 1k kC C C U− … 作用之下，新老网格之间

形成顶点-新顶点，边-新边点和面-新面点的对应．针对二维情况，回插补偿算子 2, 2 2( ( ); , ) : ( )P ω α δ ′ ′• M M M6
具体步骤是 

(1) 计算新旧顶点的差异： 

 ( );i i iδ ′∆ = −V V V  (6) 

(2) 对新顶点作回插： 
 : ;i i i′ ′= + ∆V V V  (7) 
(3) 根据与其相连的新顶点的变化，对新边点作补偿： 

 1 2
( ): ( );
2i i

ω α′ ′ ′ ′= + ∆ + ∆E E V V  (8) 

(4) 根据周围新顶点的变化，对新面点作补偿： 

 
2

( )

( ): .
| ( ) |

i

i i i
i CornersCorners

ω α

′′∈

′ ′ ′= + ∆
′ ∑
V F

F F V
F

 (9) 

至此，组合算子 1 1( , ; , , )h h k kf k PC C C Uω α δ −=S … 以及公式(4)-(9)就定义了一套半静态的回插细分规则（如

图 4 所示）．容易验证，文献[20]的基于四边片的插值细分方法，正是我们的半静态回插细分规则中取

1, 1k δ= = ， ( ) 1f α ≡ 的特例；经典的 Catmull-Clark 细分算法就是本规则中 1, ( 4) / , 1, 0k N N fδ ω= = − ≡ ≡V 的

特例，其中 N 为顶点V 的连接度； 0δ = 相当于把 Zorin[18]Primal 类型方法作半静态推广。 
 

Fig.4 Semi-stationary subdivision surface generation process 
图 4 曲面半静态回插细分 

U  C  P 2S h →∞  
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2.1   经纬标注 

曲面（例如图 5）往往是具有方向性的．比如张量积曲面可以在两个参数方向上取不同的基函数以产生

方向特性．然而，细分曲面作为张量积曲面的推广，由于传统细分曲面采用对称的邻域平均规则，缺乏此特

性．直接按照以上方法，为构造生成类似旋转曲面的效果, 在网格形状变化比较大时，回插补偿过多，造成

极限曲面的形状较不光顺（如图 7 例子）．为此，我们对网格上的顶点和边进行属性标注，用经向和纬向表示

不同特性方向，并修改的回插补偿规则．该改进方法适合于解决具有方向性的旋转曲面，以及 sweeping 和 skin
曲面的细分曲面方法表示问题．在细分过程中，具体标注与更新规则如下（图 6）： 

(1) 在初始网格的边上标注经纬线属性； 
(2) 生成新边点时，经线边上的边点标注为经线边点，纬线边上的边点标注为纬线边点，新生成的边继

承原始边的经纬属性； 
(3) 连接边点和面点生成新面时，经线边点和面点的连接边标注为纬线边，纬线边点和面点的连接边标

注为经线边． 
为生成局部的旋转面，首先把控制网格在指定区域内围成桶状，并且在与旋转轴垂直方向上构造若干层

正 m 边形 ( 3,4, )m = … . 然后，在母线方向标注经线边，在旋转方向标注纬线边．在细分过程中，首先选择常

数作为补偿函数，执行初始的回插补偿步骤；然后再沿纬线方向，对新纬线边点和新面点按照曲线细分规则

进行更新．如此修改算法后，可得到光顺的曲面（如图 7-c）．这样利用边的经纬属性标注，我们的细分方法

产生了具有各向异性的细分曲面，并避免了使用更加致密的控制网格． 

 

2.2   边界规则 

由于顶点对应和算法被高度地分解，相互独立开来，边界的特殊处理变得很简洁．当边界顶点被标注为

角点，用卷积光滑算子作用和回插补偿时，它的位置保持不动．对于一般的边界顶点，沿网格边界，采用第

2 节中的曲线细分规则．这样就可以保证在边界产生相应的细分曲线（如图 8）．  
 

3   收敛性质 

区别于传统的细分规则，本文采用的细分规则在光滑平均和回插补偿时，其系数以一定规律变化．对于

曲线和曲面的情况，我们都抽象地用形如 1 1k kPD D DU− … 的原子操作组合来构造细分规则，并称其为细分算子

( , ; , , )f kω α δS ．它的性质由核函数 ( )f α ，补偿函数 ( )ω α ，初始参数α 以及回插因子 δ 决定．当函数 ( )f Cα ≡

和 0( )ω α ω≡ 时，它就退化为静态方法． 

 

Fig.5 Directions of surfaces
图 5 曲面的方向性 

(1)初始网格标注 (2)边分割后标注边点 (3)生成新边时根
据边点属性标注

纬线边

经线边

经线边点

纬线边点

Fig.6 The Longitude-Latitude tag rules of edges 
图 6 边的经纬标注规则
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由于篇幅所限，我们只能通过特例来说明极限性质的分析方法．对于第 2 节中定义的曲线细分算子

( , ; , , ) :{ } { }h h i if kω α δ ′S P P6 ，当 1k = 时，由公式(1)-(3)得出新老顶点的对应关系如下： 
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δ δ δ
δω δω δω δω

δ δ δ
δω δω δω δω

δ δ δ

− −

− −

+ +

+ +

′ − + + −    
   ′ − + + + + −   
   ′ = = − + + −
    +

′ − + + + + −   
   ′ − + + −   

P P
P P
P S P S
P P
P P

.


 
 
 
 
 
 
 

 (10) 

可以看到，细分规则 hS 与这个矩阵一一对应，所以我们将矩阵也标记为 hS 而不加区分．事实上，对于 k∀ ∈`，

细分规则的极限性质与具体的顶点选取无关（假设没有重节点），只与细分矩阵的特征结构有关．极限曲线上

控制顶点对应的极限位置及其一阶连续性可以通过分析矩阵乘积 1 1h h h−=T S S S… 的极限得到．作为文献[19]

中重要结论的推广，我们有 

定理 2 当 ( ) 0, 2 ( ) 2,0 1f f dα ω α ω≡ > − < ≡ < ≤ ≤ 且 1k = 时，按公式(1)-(3)定义的曲线静态细分规则收

敛．（参见附录） 

同样，我们可以写出曲面情况下用局部的新老顶点的对应关系构造出来的细分矩阵[2][6-10][18]，并分析其

局部极限性质．进一步我们发现，半静态细分与其对应的静态细分（即当 0α ≡ 时）之间有以下关系． 

定理 3（半静态扰动定理）设半静态细分算子序列为 { }h h∈′S ` ，并设它所对应的静态细分算子 S．如果 S

定义的细分方法 T 一致收敛，且细分矩阵满足 

 h
h cγ′ − ≤S S  (11) 

其中 0,0 1c γ> < < ，则由 { }h h∈′S ` 定义的半静态细分方法 ′T 也收敛． 

证．记 1
, , 1, ,m m n

m m n m n m m n
− +

−′ ′ ′ ′= = =T S T S T S S S" ．由假设，细分方法 T 收敛，所以矩阵范数 ,m nT 有界，即

存在常数 1 0C > 使得对任意的自然数 ,m n 有 1
, 1 1

m n
m n m n C− +

− += = <T T S ．于是， m N∀ > ∈` 我们有以下的

估计式： 

, , , 1 ,

, 1 , 1 ,

2 2
, 2 , 2 , 1 1 ,

, , 1 ,
1 0

.

m N m N m N N m N

m N m N m N N

m N m N m N N m N N

m N m N
i N i

m N i N i m N N m N i
i i

C γ

+

+ +

+ + + +

− −
+

+ + +
= =

′ ′ ′− = −

′ ′ ′≤ − + −

′ ′ ′ ′ ′≤ − + − + −

≤

′ ′ ′ ′≤ − + − ≤∑ ∑

T T T S T S

T S T S T S S

T S T S T S S S T S S

T S S S T S S T

"

 

由归纳法可知 , 2m N C′ ≤T 即矩阵有界，并且存在常数 4 0C > ，使得 

 
1

, , 3 4
1 .

1

m N
N N

m N m N C Cγγ γ
γ

− +−′ − < <
−

T T  (12) 

这样对任意 ,m n N> ∈`可得 
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, 1 , 1 , , 1

, , , , , , 1

1 1
2 4

( )

2( ) .

m n m N N n N N m N n N N

m N m N m N n N n N n N N

N m N n NC Cγ

− − −

−

− + − +

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− = − ≤ −

′ ′ ′≤ − + − + −

≤ + −

T T T T T T T T T

T T T T T T T

S S

 

由收敛性可知 { }h
h∈S ` 是柯西序列，即当 ,m n →∞ 时 0m n− →S S ，从而推出 0m n′ ′− →T T ．证毕． 

以上定理表明，随着作用次数的增加，如果半静态细分规则与某一收敛的静态细分规则越来越接近，则

前者局部性态与后者等同，而与初始几次的细分参数无关．利用此充分条件，我们可以借助于相应的静态细

分规则，对半静态细分规则的局部极限性质进行评判．在本文中我们的半静态规则满足公式(11)，再对照定

理 2，3 可得到曲线半静态细分规则的极限性质． 
类似地可以证明曲面情况．由于在正则区域，即顶点连接度为 4 的区域，细分曲面等价于第二节中细分

曲线的张量积，所以此时细分曲面的一阶连续性与曲线情况等同．在顶点连接度不是 4 的奇点附近，细分曲

面的一阶连续性需要特殊考虑[6-9]．按文献中[8]的结论可知，静态细分曲面的一阶连续条件，主要通过分析

由细分规则导出的细分矩阵的特征值结构来得到. 如果细分矩阵的副主导特征值的几何重数和代数重数都是

2，且其诱导的特征映射[8][9]是正则单射的，则细分曲面是一阶几何连续的. 基于定理 3 和相应的实验结果, 可
知我们的半静态细分算法，与对应的静态细分算法具有相同的连续性质． 

4   实验结果与讨论 

本文提出的方法非常容易实现．我们使用 C/C++，在普通 PШ 微机 Win2000 平台下实现了全部算法．本

文所有曲线曲面例子，均使用我们的实验细分造型系统生成．在我们的实验中，对曲线情况，直接选用数组

结构表示控制顶点；对曲面情况，使用改进的半边数据结构．我们对每个基本算子构造了类，而核函数和回

插函数利用 C/C++语言中的回调函数技术加以实现． 
 

4.1   实验结果 

为避免图 7 所示不光顺情况，图 8 和 9 均采用改进算法．图 8 是利用本文方法构造的管道曲面及其过渡

曲面，其中绿色部分是圆柱管道，红色曲面是过渡曲面．因本文细分方法可在插值和逼近之间调节，管道半

径根据定理 1 可结合横截面的正多边形和回插因子灵活控制，过渡部分通过控制网格和参数来调整，给此类

应用带来方便．该例中沿管道旋转方向被标注为纬线边． 

 

Fig.8 Blending of pipe surfaces 
图 8 管道曲面过渡 

Fig.7 Improving the fairness by Longitude-Latitude tags 
图 7 通过经纬标注改善极限曲面的光顺性

a. 初始控制网格，红

色边是经线边，绿色边

是纬线边． 

b. 原始方法所得的

极限曲面形状． 

c. 使用经纬标注后

的改进结果． 
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图 9 是控制网格(图 9-a)之下，细分曲面在函数和参数变化时的变形情况（按表 1 选取函数和参数）．例

子表明，用户可通过调整函数来控制极限区面的光顺度，与初始网格的接近程度，以及利用函数的特性生成

复杂的规则形状．值得注意的是，为达到如图 9-d 的接近效果，使用标准的 Catmull 细分方法[1]所需要的控制

网格顶点数将是本文方法的 3~4 倍．原因是半静态细分已将曲面的部分特性和细节转换为核函数和回插函数

形式，减少了数据的存储． 

Table.1 Typical functions and parameters used in subdivision surface in Fig.9 
表 1 在图 9 中细分曲面使用的典型函数与参数 

编号 核函数 f  补偿函数ω  初始参数α  回插因子 δ  细分规则 hS  

b cos( / 2)α  1 / cos( / 2)α  / 6π  1.0 PCU  

c cos( / 2)α  1 / cos( / 2)α  / 6π  -0.1 PCU  

d cos( / 2)α  1.0 20 1.0 PCU  

e 10.0 cos( / 2)α 1.0 / 4π  0.8 PCU  

 

4.2   算法推广 

首先是符号表示法. 基于算子的细分规则，有利于造型系统来使用形式符号，灵活有效地记录曲线曲面

的离散造型过程．更一般地，一个离散方法均可以展开表示为一个符号串 1 2 ( { , , , })n ia a a a U D C P=… … ，对算

法的修改相当于符号的插入, 删除以及相应参数的调整．这样，用户可以根据需求灵活地定制出相应的离散

规则．例如，本文第 2，3 节中介绍的细分算子相当于一个循环的符号序列 ( ) ( )UC CP UC CP… … … …．基于符

号表示的方法，可推广为 ( )UUCPD UC …之类的一般离散方法．这样，传统细分曲面必须每次取相同拓扑剖

分模式和达到相同几何光滑次数的约束就被打破，细分方法的表示能力可以变得很丰富．值得注意的是，符

号表示法所用的存储很小，与维数无关，适于向高维情况推广． 

其次是对原子操作的修改．本文定义的U 算子是对分加密采样，可以仿照文献[17]采用 d 等分网格加密

规则，以便于控制网格复杂性的增加．扰动定理的证明过程表明，在同一细分的拓扑剖分模式之下，只要相

对于静态方法的扰动随着次数增加而衰减，则收敛性质是可以得到保证的．作为半静态系数选取规则的推广，

可按照公式(11)的要求，通过随机摄动算子 D 和 P 中的系数，以生成更接近真实世界的形体． 

第三，在本文中我们隐含地假设了在整个细分结构使用单一的 ( , ; , , )f mω α δ ，一种自然的推广是为每个

顶点标注各自属性，并且核函数和补偿函数使用不同的参数，在向上采样时通过邻域平均进行属性的调整．另

 

Fig.9 In a same control mesh, the deformations of subdivision surfaces based on parameter changing 
图 9 相同控制网格下，细分曲面基于参数改变的变形情况 

a b c d e 
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外，本文第 3 节提出方法是基于张量积和基于四边形面片的曲面细分规则，稍加修改还可应用于三角细分曲

面的情况． 

 

5   结论与未来工作 

 本文有机地结合了细分统一实现思想、半静态控制和回插补偿三者的优势，以细分算子的观点，提出了

一类统一的半静态回插细分曲线曲面构造方法．它包含了许多现有的细分方法，并有更强的表示能力．我们

通过经纬标注引入了细分曲面的方向特性．理论分析和数据实验表明：使用半静态细分，可以获得更大的灵

活性和使用较稀疏的控制网格，优于原静态细分方法．本文方法适用于动画生物造型和工业原型设计；在理

论上也有很大的发展潜力．我们将在以后的工作中，对函数的选取原则，以及高维方法和随机扰动等各种推

广作深入分析和讨论． 

致谢  感谢在本文撰写过程中与汪国昭教授、杨勋年副教授和吕勇刚博士进行的有益讨论，以及不具名的专

家评委所提供的宝贵评审意见． 
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附录 
图 1 中 部 分 子 图 的 函 数 和 参 数 选 取 ： 图 f 中 2, ( ) 1/ cos( / 2), 2, 1f ω α α α δ≡ = = = ； 图 g 中

1.5cos( / 2),f α= 1, 2, 0.5ω α δ≡ = = ;图 h 中 1.2, 1/ cos( / 2), 9.05, 1.0f ω α α δ= ≡ = = . 

定理 2 证明：由公式(10)，矩阵 hS 的特征值是 3 4 5
11, , , ,
2
λ λ λ 

 
 

，其中 3
1 (1 )

4(1 )f
δ ωλ − −

=
+

， 4,5
1 ( )

8(1 )
a b

f
λ = ±

+
， 

1    2a fδ= + + ， 2(1 3 2 ) 8 ( )b f fδ δ δ ω= − − − + ，进一步可知 hS 存在特征分解 3 4 5(1,1/ 2, , , )T
h diag λ λ λ=S Λ Λ，

其 中 T T= =Λ Λ ΛΛ I 是 正 交 矩 阵 ． 当 0 1, 2, 0fδ ω≤ ≤ < > 时 ， 有 3 1/ 2λ < ． 观 察 到 2 2a f< + ，
2 2(1 3 2 ) 4(1 ) ,f fδ− − ≤ + ( ) (1 )f fδ δ ω ω+ < + ，可知 

4,5
1 1 1.

8(1 ) 4 4 8(1 )

a b

f f
ω

λ
+

≤ ≤ + + <
+ +

 

设 n 次细分以后，设局部顶点序列构造的列向量是 2 1 1 2( ) ( , , , , )h h h h h h T
i i i i ii − − + +=P P P P P P ，则有 

0 0 0
1 1 3 4 5(2 ) ( ) (1,2 , , , ) ( ) (1,0,0,0,0) ( )h h T h h h h T

h hi i diag i diag iλ λ λ−
−= = →"P S S S P Λ ΛP Λ ΛP  

所以细分方法收敛。进一步，如果 hS 中绝对值次大的特征值其重数为 1，曲线光滑。 
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Abstract: To overcome the shortage of classic subdivision schemes, a class of novel semi-stationary push 
subdivision schemes is proposed. Combined with the advantage of unified subdivision framework, semi-stationary 
control and push-back operator, the schemes in curve and surface case are given based on subdivision operator. And 
several limit properties are also derived. These methods can generate a series of blending shapes between 
approximation and interpolation of the initial control mesh. In surface case, direction tags are introduced to solve 
the fairness problem. Our extensible schemes based on symbol representation are much useful in computer 
animation and industrial prototype design application. 
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