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保持几何连续性的曲线形状调配  

张宏鑫  王国瑾 

(浙江大学 CAD&CG 国家重点实验室，浙江大学数学系，杭州，310027) 
 

摘要：  在形状调配过程中，中间过渡曲线的几何连续性往往是不能保证的．本文从平衡调整的角度出发，利用 Bézier

曲线的边界性质，研究形状调配中曲线的几何连续特征保持问题．本文着重讨论了线性混合过程中，一阶和二阶几

何连续保持条件及相应解决办法；并对 n 阶情况提出平衡化几何连续条件，从而得出一般的 Bézier 曲线在形状调配

中几何连续的保持方法．此方法适用于计算机动画和工业造型设计． 
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Shape Blending of Curves : Research into Geometric Continuity Preserving   
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 State Key Laboratory of CAD&CG and Department of Mathematics, Zhejiang University, Hangzhou, 310027 

 
Abstract In shape blending process, the geometric continuity of blending curves is not always preserved. In this paper, based 

on a symmetric opinion, the geometric continuity preserving problems of blending curves are investigated by using the 

boundary properties of  Bézier curve . Especially, in the linear blending process, the maintenance conditions of the first 

order and the second order geometric continuities are derived, and several solutions are discussed. Then an n–th order 

balance geometric continuity condition and its relative generic preserving algorithm are given. The algorithms can be used in 

computer animation and industry design. 
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1 引言 
形状调配(Shape Blending)，又被称作形状混合，是计算机关键帧动画的核心技术．一般指在两关

键帧中插入若干中间帧，产生连续平滑的过渡[1,2]．在工业造型设计中，Eric Chen[3]采用对形状调配，

以得到更符合实际需求和审美潮流的综合设计．在模式识别中， DeCarlo 和 Metaxas [4]通过体素之

间进行调配混合，加入中间的过渡形状，在提供较少的参数情况下获得较大的表示域．总之，形状

调配是计算机图形表示领域中的活跃课题． 
在关于形状调配的研究中，研究者注重于过渡过程的实现，但对中间过渡形状的性态研究侧重

于克服自交和萎缩现象．在评判动画效果的好坏时，常强调根据运动规律找出保证动作平滑和符合

自然节奏的运动路径[5]，即注重于各帧画面之间的过渡和衔接自然，但对固定的某一幅中间帧内部，

其各种几何元素之间拼合得是否平滑未加以充分的注意和研究．由此就产生了这样的研究课题：在

何种条件之下，中间帧画面能保持原有的始终帧内部的几何连续性？我们不妨称这个问题是保持几
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何连续性的形状调配问题． 
本文从形状调配的应用背景出发，给出了保持一阶、二阶几何连续的 Bézier 曲线形状调配条件

以及改进的调配方法，进一步给出平衡化的 n 阶几何连续条件以及在形状调配中的应用． 

 

2 Bézier 曲线与几何连续性 
    假设 n 次 Bézier 曲线 
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简化记号，设 +Z 为非负整数集， −Z 为非正整数集，我们定义控制顶点的向前差分和向后差分： 
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由差分算子的线性性质，易知(1)式所示的 n 次 Bézier 曲线 )(tr 在端点处的 k 阶导矢为： 
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 其次，我们给出拼接曲线几何连续的定义，并给出拼接曲线几何连续的充要条件． 

定义 1  假设参数曲线 )(tr ( ],[ bat ∈ )由两段参数曲线 )(tu 和 )(tv 拼接而成，即 

 




∈
∈

=
．],[)(
],[)(

)(
bctt
catt

t
v
u

r                                                         (5) 

如 果 存 在 一 个 参 数 变 换 )(st α= ]),[( 11 bas ∈ , 使 得 ][))(( 1,1 baCs n∈αr 且

0r ≠)](([ s
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d α ]),[( 11 bas ∈ ，则称 )(tr 是 n 阶几何连续曲线，记为 ],[)( baGCt n∈r ． 

定理  1 （GCn拼接充要条件）设曲线 )(tr ]),[( bat ∈ 由 )(tu 和 )(tv 拼接而成，如(5)式所示，且 
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上述定理表明，(5)式所示的曲线为 GCn 当且仅当存在一个简单的参数变换
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满足定义１．一般 iα ),...,2,1( ni = 被称作形状拼接参数． 

 

3 保持几何连续的参数曲线形状调配 

设初始帧为曲线 )(0 tr ，终了帧为曲线 )(1 tr ，并假设 ]2,0[)( n
i GCt ∈r )1,0( =i 都是由次数分别

为m 和m 的两段 Bézier 曲线在 GCn条件下拼接而成，其中 
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这里
m

mj
i
j −=}{P 表示曲线 )(tir 的控制顶点，顶点的上角标 i 表示它属于曲线 )(tir ，若 1,0=i 表示关键

帧曲线，若 10 <=< ωi 则表示中间帧曲线；顶点的非正下角标表示相应曲线前段，非负下角标表

示相应曲线的后段．定义调配曲线为 

 ));(),(Blend()( 10 ωω ttt rrr = ， 

如图 1． 

 
相应地有 
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图 1．Bézier 曲线的形状调配 
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调配函数 )  ,  ,( ω∗∗Blend 在简单情况下可取线性混合函数 

 1.0 ),( )()1());(),(( 1010 ≤≤+−= ωωωω ttttBlend rrrr                           (11) 

在以下的讨论中我们可以看到 )(tωr 不一定满足
nGC ,...)2,1( =n 条件．于是问题转化为求作 )(tωr

的逼近曲线 )(~ tωr ，满足 GCn拼接条件． 

 
3.1 GC1情况 

若 )1,0( )( 1 =∈ iGCtir ，则由定理１和(4)式知必有 )1,0(01 => iiα ,且控制顶点满足  
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不失一般性，以下假定
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的控制顶点 
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应用(1２)，(1３)两式可知： 
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但是， )(tωr 要达到 GC1，即要满足 )10(  01 <<≡ ωG 且 01 >ωα ，其充要条件是 
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这样我们就得出 

定理２ 按(9)式定义两条 GC1 拼接的曲线 )(0 tr 和 )(1 tr ，其线性混合曲线 )(tωr )10( << ω 始终达
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到 GC1的充要条件是(18)(19)两式成立，或者(16)(17)两式成立．□ 

 容易看出，对始终帧曲线的控制顶点加上(16)或(18)的条件是比较苛刻的，在实际应用中较难满

足．这时不论如何选取 )10( 1 << ωα ω
均有 01 ≠G ，即
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式中
ωα1 仍按(17)式计算，其中 
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算法 1 （保持 GC1的曲线调配方法） 

1．计算控制顶点
10)1( jjj PPP ωωω +−= ， mjm ≤≤− ， 0≠j ； 

2．按(17)(21)式求得 01 >ωα ； 
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ω
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知若采用 Sederberg 的内在量方法[２]调配控制顶点，是自动保证 GC1的．其原因是该方法插值控制多

边形的边长和相邻边的偏转角，保持了拼接的两曲线导矢平行的条件，但该方法不能保证 GC2． 
 
3.2 GC2情况 
 在多数工程应用中，曲线达到 GC1 拼接即切线连续往往是不够的，需要加强到 GC2即曲率连续
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由此可知，若要使 )(tωr 对任意的ω 都保持 GC2，即 )10( 02 <<≡ ωG ，当且仅当 
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其中
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恒为常数．这只有当
0
1α ，

1
1α 和λ满足关系式 0)2( 1

1
0
1 =+− λααλ 和 0)12( 0

1
1
1 =−− ααλ ，得 1=λ

即有
1
1

0
1 αα = ，这是不可能的．由此我们得出 

定理３ 参数曲线 )(0 tr 和 )(1 tr 按定理２所定义．其线性混合曲线 )10(  )( << ωω tr 始终达到 GC2

的充要条件是(15)(24)两式（即(18)(19)(24)三式）同时成立，或(15)(16)两式（即(18)(19)(16)三式）同

时成立．□ 

 

由此可见欲使 )10(  )( 2 <<∈ ωω GCtr ，必须对始终帧曲线的控制顶点施加更加苛刻的条件，

实际上更难满足．这时不论如何选取
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ωα 2 )10( << ω ，均有 02 ≠G ．以上出现的问题实际是

连续性条件中形状参数与控制顶点位置相互制约的反映，单纯地调配控制顶点无法保持连续性条

件．在 Barskey 的文章[6]中曾针对两段都是 m 次 Bézier 曲线的 GC2拼接给出一种几何作图方法．因
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得多边形
iiiii
21012 PPPPP −− 的补角多边形
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算法２ （保持 GC2的曲线调配方法） 
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２．调配产生控制顶点
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3−P  

23T  

1P  

0,ii TP =− ， iii ,TP = ， 4,...,1,0=i  

图 3．4 阶的平衡化条件 

24T
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可以验证算法２和算法１是一脉相承的．在算法 1 中，补角过程是退化的，引入辅助控制顶点

)1,0(  , , 11,110,100,0 ==== − iiiiiii PTPTPT ，再在 (28)式中令 0== jk ，并改记上标 i 为 ω ，记

ωω
00,0

~PT = ，结合(29)式就得到(20)式．算法１就是用割角过程求得过渡帧中调整的控制顶点
ω
0

~P ．这

种一致性给我们在高阶连续性推广上带来了启示，我们可以沿用算法 2 进行类似的补角和割角过程

来达到中间帧曲线 GCn，辅助控制顶点的算法由下节给出． 
 
3.3 Bézier 曲线的平衡化 n 阶几何连续条件 

回顾定理１的条件，若 ]2,0[)( nGCt ∈r ，按(9)式定义，展开(8)式有 

 )1()1( )(

1
,

)( j
k

i
jk

k f uv ∑
=

=  ， nk ,...,2,1= ．                 (30) 

其中 ),...,,( 21,, jjkjk ff ααα= ,可由 k 次链式法则求得[７]．应用(4)式可把(30)改写为 

 0
1

,0 )!(
!

)!(
! PP j

k

i
jk

k f
jm

m
jm

m
∇

−
=∆

− ∑
=

， nk ,...,2,1= ． 

即 

 0, =∑
−=

j

k

kj
jkg P ， nk ,...,2,1= ，                         (31) 

其中 jkg , 是与 jkf , 有关的比例系数，且易知 

0, =∑
−=

k

kj
jkg ．                                                               (32) 

下面，我们仿算法２按几何连续度 k，引入权因子 jk ,δ ，添加 k 层辅助控制顶点{ }k

jjkT
0, =
，使得 

 








==+−=
=
=

+++

−

,,...,2,1;,...,1,0)1( 1,1,,1,,

,

0,

kjnkjkjkjkjkjk

kkk

kk

TTT
PT
PT

δδ
                (33) 

由此按(31)式可得到一系列的等式 

0
1

,
0

,,

)1(

, =++ ∑∑∑
+==

+−

−=

k

lj
jjk

l

j
jljl

l

kj
jjk gAg PTP  )1,...,2,1( −= kl ．                       (34) 

这里 jlA , 是中间参数 

 








+=
−+=

=

−

1,0,00,01,1

0,00,01,0,1

0,0,0

)1(

k

k

k

gAA
AgA

gA

δ
δ                                                  (35) 
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







−=+=
−=−+=

−+=

−−−−

−−−−−−

−−−

1,...,3,2
1,...,2,1)1(

)1(

,1,11,1,

,1,11,11,1,

0,10,1,0,

klgAA
ljAAA

AgA

lkllllll

jljljljljl

lllkl

δ
δδ

δ
                         (36) 

 
最终得到 

 ∑
=

=
k

j
jkjlA

0
,, 0T ．                                                             (37) 

这里可选取所有的 jkA , 均为零．于是，当 2=k 时按 (29) 式定义 0,0δ ，若 k-2 层前的

jl ,δ ),...,1,0;2,...,1,0( ljkl =−= 都已知， ... ,3 ,2=k ，由(33)(35)(36)式可求得 jk ,1−δ ，进而由(32)

式 求 得 jk ,T ),...,1 ,0( kj = ． 我 们 称 辅 助 控 制 顶 点 列 { }njjn ,...,1,0, =T 和 控 制 权 因 子

{ }kjnkjk ,...,1,0,1,...,1,0, =−=δ 为 GCn拼接曲线 )(tr 的 n 阶平衡化条件．该条件将代数式中不可

见的形状参数转化为直观的几何割角和补角过程，且上述推导过程表明给定一组 n 阶平衡化条件就

给出一个 GCn拼接曲线 )(tr 的构造，反之亦然．图２, 图３给出的就是 4,2=n 的情况．实际运用时，

预先计算好 jk ,δ 的表达式存储起来，要计算时代入即可．利用 n 阶平衡化条件，调整过程可归纳为 

算法 3  （保持 GCn的曲线调配方法） 

1. 对曲线 )(0 tr 和 )(1 tr 求出相应的辅助控制顶点列
0
, jnT 和

1
, jnT ),...,1,0( nj = ； 

2. 用适当的调配函数求出
ϖ
jP ),...,1,1,...,( mnnmmj +++−−= ，

ω
jn,T ),...,2,1( nj = ； 

3. 用适当的调配函数求出
ωα j ),...,2,1( nj = ； 

4. 进一步求出权因子
ωδ jk , ),...,1,0;1,...,1,0( kjnk =−= ； 

5. 利用平衡化条件求解出
ϖ

jn,T ),...,1,0( nj = ； 

6. 以
ωωωωωω

0,00,10,1)1( ,...,,,,...,, TTTPPP −−−−−− nnnmm 和
ωωωωωω
mnnnn PPPTTT ,...,,,...,, 21,1,10,0 ++ 为控制顶点绘制

调配曲线 )(~ tωr 的前后段，则 ]2,0[)(~ nGCt ∈ωr ． 

 

４结论 
本文提出的基于平衡化几何连续条件的曲线调配方法实际上是给出了几何连续条件的一个几何

作图方法，具有几何直观性．可以看成是一种割角过程及其逆过程．通过辅助控制顶点与对应几何

连续条件的转换，有效地保证了曲线变形中的几何连续性．而这种转换只限于拼接处附近的若干控

制顶点，因此对控制顶点的调整是局部的．图４给出了利用上述算法对旋转体的母线进行形状调配
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的例子．可以看到，两种的方法产生的中间过渡形状有较大差异，因我们方法加入了对中间过渡曲

线几何连续性的约束，避免了在变形过程中曲线形状特征的丢失．是一种可取的算法 
我们的算法是稳定快速且有弹性的．说其在效率和稳定性上是具有优势的，因为相关顶点的调

整只涉及了它们之间的线性组合，而权因子既可通过迭代求得，也可事先算好后再代入，且顶点的

调整只受局部参数的影响；说其对不同应用背景是有很大的弹性，是因为它可以针对应用对象具体

选择不同形式的算法．由于形式上的统一性，选择常见的 Bézier 曲线模型，适合于通用的动画和造

型软件． 
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(a)起始帧 (b) t=0.60 时 
直接线性调配

(c) t=0.60 时 
 采用调整算法 

(d)终了帧 

图４ 


