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l 线性规划

l 非线性优化
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l 黄红选，韩继业，清华大学出版社



二、非线性最优化



引言

l最优化的问题的一般形式为

Min f (x)
s.t. x∈X           

f(x)为目标函数，X⊆En为可行域。

如X= En，则以上最优化问题为无约束最优化问题

约束最优化问题通常写为
Min f (x)
s.t. ci(x)=0, i ∈	E,

ci(x)≥0, i ∈	I,
其中E, I分别为等式约束的指标集和不等式约束的指标集，ci(x)是约束函数。



1. 无约束非线性最优化



非线性的数据无处不在



非线性的数据无处不在

网络流量分析



Visualizing Information Flow in Science 

显示学术刊物被引用的关系，借此评价一份学术刊物的份量



Deep Learning方法的兴起

On Optimization Methods for Deep Learning(ICML2011)

Autoencoder training 
with 10000 units on 
one machine



1.1 无约束问题的最优条件

l min f(x), x ∈	Rn的最优性条件

l 局部极小

l 全局极小
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1.1 无约束问题的最优条件

l min f(x), x ∈	Rn的最优性条件。

.0*)(*
:

)()(),()(

1

=∈

→⊂

Δ=∇=

xgDx
DRRDf

fxfxGxfxg

n

是局部极小点，则若
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1.1 无约束问题的最优条件

为正定矩阵。且分条件是，则是严格局部极小点的充若

上二阶连续可微，在开集：设定理（二阶充分条件）

点）。也可能不是极值点（鞍

极大点，能是极小点，也可能为的平稳点。平稳点有可称为函数则
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1.2 最优化方法的结构

l 迭代优化方法的基本思想：

l 给定一个初始点x0,
l 按照某一迭代规则产生一个点列{xk}, 使得

l 当{xk}是有穷点列时，其最后一个点是最优化模型问题的最优解。

l 当{xk}是无穷点列时，其极限点为最优解。

l 一个好的算法应具备的典型特征为：

l 迭代点xk能稳定地接近局部极小点x*的邻域，然后迅速收敛于x*
l 当给定的某种收敛准则满足时，迭代即终止。



最优化方法的结构

给定初始点x0,
1. 确定搜索方向dk，即依照一定规则构造 f 在xk点处的

下降方向为搜索方向

2. 确定步长因子αk，使目标函数值有某种意义下降

3. 令xk+1=xk+ αkdk
a) 若xk+1满足某种终止条件，则停止迭代，得到近似最优解，

b) 否则，重复以上步骤。

xk

xk+1dk



收敛速度

l 收敛速度也是衡量最优化方法有效性的重要方面。
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若存在实数 及一个与迭代次数 无关的常数 ，使得

则称算法产生的迭代点列 具有 阶收敛速度。特别地

（）当 ＝， 时， 具有 线性收敛速度。

（）当 ， 时 或者 ＝ ， 具有 超线性收敛速度。

（）当 ＝ ， 时， 具有Q −二阶收敛速度。



收敛速度

l 一般认为，具有超线性和二阶收敛速度的方法是比
较快速的。

l 但对于任何一个算法，收敛性和收敛速度的理论结
果并不保证算法在实际执行时一定有好的实际计算
结果。
l 忽略了误差；函数计算不满足限制条件

l 需要选择有代表性的检验函数进行数值计算。



收敛速度
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终止条件
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1.3 一维搜索

l 单变量函数的最优化。

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

受到重视。

较少的不精确一维搜索作量，因而花费计算量因子需花费想到大的工

求几乎精确的最优步长长因子一般不能求到，实际中，精确的最优步

或不精确一维搜索。

近似一维搜索，接受的下降量，则称为使得目标函数得到可以若取

为最优步长因子。），搜索（或精确一维搜索的一维搜索为最优一维

，则称这样＝到极小，即使得目标函数沿方向达若

的一维搜索问题。。这就是关于，使得这样，确定

，＝。设和步长因子向其关键就是构造搜索方

k

k

kk

kk

kkkk

kkkk

f

α

α

αϕαϕα

αϕαϕα

ααϕα

α

α 0

1

min

0

,

>

+

<

+

+=

dxd
dxx

( ) ( )kkkkkk f dxdxx ααϕα +→+=+ ＝1



一维搜索的主要结构

1. 确定包含问题最优解的搜索区间

2. 再用某种分割技术或插值方法缩小这个区间，进
行搜索求解

l 搜索区间：包含最优值的闭区间。

l 确定搜索区间的简单方法——进退法。

l 从一点出发，试图确定出函数值呈现“高－低－高”
的三点。一个方向不成功，就退回来，再沿相反方向
寻找。



一维区间搜索的进退法

l 确定搜索区间的简单方法——进退法。

l 从一点出发，试图确定出函数值呈现“高－低－高”的
三点。一个方向不成功，就退回来，再沿相反方向寻找。
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一维搜索：黄金分割法

l 基本思想：通过取试探点和进行函数值比较，使包
含极小点的搜索区间不断缩小，当缩短到一定程度
后，该区间上的任意一点均可看作极小值的近似

l 该方法用途广泛

l 尤其适合导数表达式复杂或写不出的情况

l 华罗庚优选法



一维搜索：黄金分割法（0.618法）
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一维搜索：黄金分割法（0.618法）
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改进

l 实际上所遇到的函数不一定是单峰函数，这时搜索出的值

有可能大于初始区间的端点值。

l 改进：每次缩小区间时，不只比较两个内点处的函数值，

而是比较两个内点和两个端点处的函数值。

l 当左边第一个或第二个点是这四个点中函数值最小的点时，丢弃

右端点；

l 否则，丢弃左端点。



Fibonacci法
l 与0.618法的主要区别之一：搜索区间缩短率不是采用黄金

分割数，而是采用Fibonacci数。
l Fibonacci数满足：

F0=F1=1,Fk+1=Fk+Fk-1,k=1,2, …
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, …

Fibonacci分割方法：
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Fibonacci法
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另一方面， ＝

故可得

可以证明 ， 法与 法的区间缩短率相同。

因而 法线性收敛。

同时可以证明

法是分割方法求一维极小化问题的最优策略，

而 法是分割方法求一维极小化问题的近似最优解。



1.3.2 插值法

l 插值法是一类重要的搜索方法，其基本思想是:

l 在搜索区间中不断用低次(通常不超过三次)多项式来近似目标函数，并

逐步用插值多项式的极小点来逼近一维搜索问题的极小点。

l 当函数具有比较好的解析性质时，插值方法比直接方法(0.618

法或Fibonacci法)效果更好。



二次插值法：

一点二次插值（牛顿法）

l 利用一点处的函数值、一阶和二阶导数值构造二次插值函
数
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l 牛顿法的优点是收敛速度快，具有局部二阶收敛速度。



二点二次插值法

l 给出两点的函数值和其中一点的导数值，构造二次插值函
数。类似的可得
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l 可证明二点二次插值法的收敛阶为1.618，超线性收敛。



三点二次法（抛物线法）
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迭代时，从 ， ， ， 中选择目标函数最小的点及其左右两点，

进行下一步的迭代。

l 超线性收敛，收敛阶近似为1.32



二点三次插值法

l 用三次多项式来逼近。比二次插值法有较好的收敛效果，
但通常要求计算导数值，且计算量较大。一般当导数易求
时，用三次插值法较好。
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，其中

。经过推导件构造三次函数，初值条

来，和导数值两点的函数值在用函数

l 收敛速度为2阶，一般优于抛物线法。



1.3.3 不精确的一维搜索方法

l 精确一维搜索往往需要花费很大的时间。

l 当迭代点远离问题的解时，精确求解通常不十分有效。

l 很多最优化方法，如牛顿法和拟牛顿法，其收敛速度并不依

赖于精确一维搜索过程。

l 只要保证目标函数有满意的下降，可大大节省计算量。



Armijo-Goldstein准则
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Wolfe-Powell准则

l Armijo-Goldstein准则有可能把最优步长因子排除在可接受
区间外，因此更改第二个条件为
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l 一般地，σ值越小（0.1)，
线性搜索越精确。不过,
计算量也越大。通常取

ρ＝0.1, σ=0.4.



1.4 牛顿型方法



1.4.1最速下降法

l 以负梯度方向作为极小化算法的搜索方向，即

l 具有总体收敛性：
l 产生的迭代点列{xk}的每一个聚点都是平稳点。

l 最速下降方向仅是局部性质

l 对于许多问题并非下降方向，而且
下降非常缓慢

l 接近极小点时，步长越小前进越慢

l 线性收敛

k k= −d g



梯度法（最速下降法）：

也称为最速下降方向；搜索方向： ,)(.1 kk xfd −∇=

。即满足取最优步长搜索步长 )(min)(,:.2 kkk
k

k
k dxfdxf λλλ

λ
+=+

梯度法算法步骤：

。令允许误差给定初始点 1,0,.1 1 =>∈ kRx n ε

;)(.2 kk xfd −∇=计算搜索方向

k
kk xd λε 否则，求最优步长为所求极值点；则停止计算，若 ,||||.3 ≤

。使得 )(min)( kkk
k

k dxfdxf λλ
λ

+=+

。转令令 2,1:,.4 1 +=+=+ kkdxx k
k

kk λ



,)1,2(,3)(min:. 12
2

2
1

Txxxxf =+= 设初始点为用最速下降法求解例

。求迭代一次后的迭代点 2x

解： ,)6,2()( 21
Txxxf =∇!

.)6,4()( 11 Txfd −−=−∇=∴

.)61,42(11 Tdx λλλ −−=+∴

，令 2211 )61(3)42()()( λλλλϕ −+−=+= dxf

)(min λϕ
λ

求解

0)61(36)42(8)( =−−−−=ʹ λλλϕ令
62
13

1 =⇒ λ

Tdxx )
31
8,

31
36(1

1
12 −

=+=∴ λ



收敛性

)(min)( kkk
k

k dxfdxf λλ
λ

+=+

。则有 0)( =+∇ kTk
k

k ddxf λ

性质.  

证明： 所以，令 )()( kk dxf λλϕ +=

.)()( kTkk ddxf λλϕ +∇=ʹ

)(min)( kkk
k

k dxfdxf λλ
λ

+=+!

.0)()( =+∇=ʹ∴ kTk
k

k
k ddxf λλϕ

满足步长有一阶连续偏导数，若设 kxf λ)(

注：

。kkkTk dddd ⊥⇒= ++ 11 0)(

所以，因为梯度法的搜索方向 )(1 k
k

kk dxfd λ+−=+



在深度学习中的例子
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在深度学习中的例子

以上资料来源： http://www.cnblogs.com/maybe2030/
And more： http://adventuresinmachinelearning.com/stochastic-gradient-descent/



锯齿现象

，其等值面近似数可以用二次函数近似在极小点附近，目标函

椭球面。

1x

*x
2x

3x

它只是。标函数的一种局部性质最速下降方向反映了目

快的方向。局部目标函数值下降最

注

!

的算法。最速下降法是线性收敛



1.4.2 牛顿法

l 牛顿法的基本思想是利用目标函数的二次Taylor展开，并
将其极小化。

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )[ ] ( ) kkkxkkk

k
k

k
TT

xk
k

k

k

gGxxfxfxx

sqxxs

sxfssxfxfsqsxf

Taylorxxf

112
1

2

.
2
1

)(

−−

+ −=∇∇−=

−=

∇+∇+=≈+

极小化，得到将其中

展开为处的二次在函数

l 对于正定二次函数，一步即可得最优解。

l 由于目标函数在极点附件近似于二次函数，故在初始点接近极小点时，
牛顿法收敛速度较快。

l 牛顿法具有局部收敛性，为二阶收敛。



牛顿法

l 当初始点远离最优解时，Gk不一定是正定的，则牛顿方向
不一定为下降方向，其收敛性不能保证。

l 这说明恒取步长因子为1是不合适的，应该采用一维搜索
（仅当步长因子{αk}收敛1时，牛顿法才是二阶收敛的）。

1
1,k k k k k k kG α−
+= − = +d g x x d迭代公式为：

l 带步长因子的牛顿法是总体收敛的。



1.4.3 修正牛顿法

l 牛顿法的主要困难在于Hesse阵Gk不正定。这时二次型模型
不一定有极小点，甚至没有平稳点。

l Goldstein and Price (1967)当Gk非正定时，采用最速下降方
向结合方向，给出

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−

<−−==
−

otherwise                ,
2

,  ,1

k

k
N
kkk

N
k

k
angleG

g

gdgdd
π



负曲率方向法

l 在鞍点处 gk=0而Gk不是正半定时，修正牛顿法失
效

l 采用负曲率方向作为搜索方向，可使目标函数值下降

l 若G(x)至少有一个负特征值，则x叫做不定点

l 若x是一个不定点，方向d满足

dTG(x)d<0，
则d为f(x)在x处的负曲率方向



Gill-Murray稳定牛顿法

l 基本思想是：

l 当Gk不定矩阵时，采用修改Cholesky分解强迫矩阵正定；

l 当gk趋于0时，采用负曲率方向使函数值下降

{ }
为负曲率方向。求得方向，则停止；否则求解。若

，使得。求下标

。令

构造负曲率方向：

设

dedLw

njwwt

njedw

LDLEGG

t
T
kt

jt

jjjjj

T
kkkkkk

,03

,...,1|min2

,...,1,1

=≥

==

=−=

=+=



Gill-Murray稳定牛顿法

( )

01 , 0, 1
2

3

4 , , 6

5 0

, 0
     ,

,               

6 min

k k
T

k k k k k k
T

k k k k k k

t

T
k k k

k k
k

k k k

x k
g G

G Cholesky L D L G E

g L D L d g d

w

d g d
d d

d

f x d
α

ε

ε

α

> =

= +

> = −

≥

⎧ − >
= ⎨
⎩

+ =

。给定初始点

。计算 和

。对 进行修改 分解，

。若 ，则解方程 求出搜索方向 转 。

。构造负曲率方向，若求不出方向（即 ），则停止；

若
否则，求出方向 再令

其他

。一维搜索，使得
0

1

( )

      
7 1, 2

k k

k k k k

f x d

x x d
k k

α

α
≥

+

+

= +

= +

，并令

。若满足终止条件，则停止；否则， 转 。

可证明该方法总体收敛！



Goldfeld修正牛顿法

l 使牛顿方向偏向最速下降方向。更明确地说，将Hesse阵Gk
改变成Gk+vkI，使得Gk+vkI正定。比较理想的是，vk为使
Gk+vkI正定的最小v。

( ) ( )

( ){ }
{ }

1

1 1

2

1 2

.

(
0, 0;
0, ,

min min

max

min ,

k
T

k

k

k

k k iii iji n ij i

iii

k

Gill Murray Cholesky v
G E LDL L D
E v
E Gerschgorin v b

b G G

b E v

v b b

λ
≤ ≤

≠

+ =

= =

≠

⎧ ⎫
= − ≥⎨ ⎬

⎩ ⎭

=

=

∑

利用 和 的修改 分解算法确定 即

为下三角阵， 为对角阵）

若 则

若 则利用 圆盘定理计算 的一个上界

另外，令 也是 的一个上界。

最后，取



信赖域方法

l 不仅可以用来代替一维搜索，而且也可以解决Hessen矩阵
不正定等困难

l 主要思想：
l 首先选择一个步长r，使得在||x-xk||<r范围内(信赖域)
l 目标函数用n维二次模型来逼近，并以此选择一个搜索方向sk，取

xk+1=xk+sk

l 具有牛顿法的快速局部收敛性，又具有理想的总体收敛性。



Levenberg-Marquardt方法

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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最重要的一类的信赖域是取 范数，此时原模型等效于

引入 函数 。

根据约束最优化的最优性条件知：

从而可推出
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Levenberg-Marquardt方法

( )( )

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )
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单调减小。随。同时可以证明求解即并用

正定，使得方法都是要确定一个因此，

正定。条件为总体解严格最小的充分

半正定。为总体解的二阶必要条件

可证明：

性条件知：根据约束最优化的最优

函数引入

于范数定义，原模型等效信赖域采用
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Levenberg-Marquardt方法
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1.5 共轭方向法

介于最速下降法与牛顿法之间的一个方
法，仅需利用一阶导数，但克服了最速
下降法收敛慢地缺点，又避免存储和计
算牛顿法所需要的二阶导数信息。



共轭

l 设G是n×n对称正定矩阵，若给定n维非零向量d1
和d2，满足

d1
TGd2=0，

则称向量d1,d2是G-共轭的

l 类似，设n维非零向量d1, d2,… dm，如果di
TGdj=0 

(i≠j)，则称d1, d2, … dm是G-共轭的



定义

共轭。关于和，则称若有 AddAdd
T 2121 0=

ARddd nk 它们两两关于中一组非零向量，如果是设 ,,, 21
!

。共轭，即 kjijiAdd jTi ,,2,1,,,0 !=≠=

共轭方向。组共轭的，也称它们是一则称这组方向是关于 AA

注：

00 2121 =⋅⇒=⋅⋅ dddId
TT

21 dd ⊥⇒

共轭是正交的推广。

，和中的两个非零向量的对称正定矩阵，对于是设 21 ddRnnA n×

是单位矩阵，则如果A

共轭



共轭的非零个是阶对称正定矩阵，是设 AkdddnA k,,, 21
!

性无关。向量，则这个向量组线

.1定理

证明 ，使得设存在实数 kααα ,,, 21 !

,0
1

=∑
=

k

i

i
idα

，则有上式两边同时左乘 Ad
Tj

,0
1

=∑
=

k

i

iTj
i Addα

可化简为共轭的向量，所以上式个是因为 Akddd k,,, 21
!

.0=j
Tj

j Addα

，是正定矩阵，所以而因为 0,0 >≠ jTjj AddAd

所以 。kjj ,,2,1,0 !==α

线性无关。因此 kddd ,,, 21
!



几何意义

设有二次函数

)()(
2
1)( xxAxxxf T −−=

对称正定矩阵，是其中 nnA × 是一个定点。x

的等值面则函数 )(xf cxxAxx T =−− )()(
2
1

为中心的椭球面。是以 x

由于 ,0)()( =−=∇ xxAxf

,0)(2 >=∇ AxfA 所以正定，因为

的极小点。是因此 )(xfx

x

,)(2 Axf =∇而



点，是在某个等值面上的一设 )0(x

处的法向量为该等值面在点 )1(x

.)()( )1()1( xxAxf −=∇

o
1x

2x

x

)1(d

)0(x

中的一个方向，是 nRd )1(

。以最优步长搜索得到点沿着 )1()1()0( xdx

所在等值面的切向量。是点则 )1()1( xd

正交，与则 )( )1()1( xfd ∇

,0)( )1()1( =∇ xfd T即

,)1()2( xxd −=令

)1(x

所以 ,0)2()1( =Add T

共轭。小点的向量关于向量与由这一点指向极即等值面上一点处的切 A

)2(d



.2定理 ，设有函数 cxbAxxxf TT ++=
2
1)(

共轭向量。一组是阶对称正定矩阵。是其中 AdddnA k )()2()1( ,,, !

进行搜索，为初始点，依次沿以任意的 )()2()1()1( ,,, kn dddRx !∈

上的在是函数则得到点 k
kk Bxxfxxxx +++ )1()1()1()3()2( )(,,,, !

极小点，其中
},|{

1

)( RdxxB i
k

i

i
ik ∈== ∑

=
λλ

是时，当，生成的子空间。特别地是由 )1()()2()1( ,,, += nk xnkddd !

上的唯一极小点。在 nRxf )(

推论 有在上述定理条件下，必

。kidxf iTk ,,2,1,0)( )()1(
!==∇ +



共轭方向法

对于极小化问题

:法为共轭方向法是正定矩阵，称下述算其中A

,
2
1)(min cxbAxxxf TT ++=

；共轭方向取定一组 )()2()1( ,,,)1( ndddA !

,,)2( )1()()1( +kk xxx 确定点依次按照下式由任取初始点

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=+

+=+

)(min)( )()()()(

)()()1(

kkk
k

k

k
k

kk

dxfdxf
dxx

λλ

λ

λ

。满足直到某个 0)( )()( =∇ kk xfx

注 至多经过求解上述极小化问题，可知，利用共轭方向法由定理2

。次迭代必可得到最优解n



共轭梯度法

如何选取一组共轭方向？

:共轭梯度法eevesRFletcher −

代点向相结合，利用已知迭将共轭性和最速下降方基本思想：

进行搜索，求出共轭方向，并沿此方向处的梯度方向构造一组

函数的极小点。

以下分析算法的具体步骤。

cxbAxxxf TT ++=
2
1)(min

是常数。，是对称正定矩阵，其中 cRbARx nn ∈∈ ,



；，第一个搜索方向取为任取初始点 )()1( )1()1()1( xfdx −∇=

，令，若，设已求得点 )(0)()2( )1(
1

)1()1( +
+

++ ∇=≠∇ k
k

kk xfgxfx

:)1( 按如下方式确定则下一个搜索方向 +kd

)1()(
1

)1( k
kk

k dgd β+−= +
+令

共轭。关于和要求 Add kk )()1( +

？如何确定 kβ

，得）式两边同时左乘则在（ Ad
Tk )(1
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)()1()(0 kTk
kk

TkkTk dAdAgdAdd β+−== +
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)2(
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1

)(

kTk
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k
dAd

gAd +=β解得



:)3( 搜索步长的确定

，步长利用一维搜索确定最优和搜索方向已知迭代点 k
kk dx λ,)()(

。即求解 )(min )()( kk dxf λ
λ

+

,)()( )()( kk dxf λλϕ +=记

，令 0)()( )()()( =+∇=ʹ kTkk ddxf λλϕ

，即有 0])([ )()()( =++ kTkk dbdxA λ

，则有令 bAxxfg kk
k +=∇= )()( )(

，0][ )()( =+ kTk
k dAdg λ

)3(
)()(

)(

kTk

kT
k

k
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dg
−=λ解得



3定理 次算法在，对于正定二次函数 nmFRcxbAxxxf TT ≤++=
2
1)(

），下列关系成立（且对所有的一维搜索后即终止，并 mii ≤≤1

;1,,2,1,0)1( )()( −== ijAdd jTi
!

;1,,2,1,0)2( −== ijgg j
T
i !

。i
T
i

iT
i ggdg −=)()3(

注

共轭的。是可知搜索方向）由定理（ Addd m)()2()1( ,,,31 !

则构造的搜索必须取负梯度方向，否算法中第一个搜索方向)2(

方向不能保证共轭性。

）可知，的（由定理 33)3( ,0|||| 2)( <−=−= ii
T
i

iT
i gggdg

处的下降方向。是迭代点所以 )()( ii xd



的计算公式可以简化。算法中，由定理 iFR β3)4(
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算法步骤：FR

。，令精度要求，任取初始点 1.1 )1( =kx ε

为所求极小点；停止，若令 )1(
1

)1(
1 ,||||,)(.2 xgxfg ε<∇=

。令，）计算利用公式（否则，令 )1(
1

)1()2(
11

)1( 3, dxxgd λλ +=−=

为所求极小点；停止，若令 )1(
1

)1(
1 ,||||,)(.3 +

+
+

+ <∇= k
k

k
k xgxfg ε

）计算。用公式（其中否则，令 4,)(1
)1(

k
k

kk
k dgd ββ+−= +
+

。转，令）计算利用公式（ 3,3.4 )()()1( k
k

kk
k dxx λλ +=+

。令 1: += kk



算法求解下述问题：用例 FR
2
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12)(min xxxf +=
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用于一般函数的共轭梯度法
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此时可采取一定能满足停止条件，算法在有限步迭代后不)3(

如下措施：

没有求成一轮搜索后，如果还次迭代为一轮，每次完以n

新的初始点，的最后一个迭代点作为得极小点，则以上一轮

一轮搜索。一个搜索方向，开始下取最速下降方向作为第

注 ，如算采用其它形式的公式计在共轭梯度法中，也可 iβ
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一般共轭方向法

共轭方向法的基本性质：

l 共轭方向d0, d1, …, dn,对于所有i<=n-1,有
gT

i+1dj=0, （j=0,…,i）
l 对于正定二次函数，共轭方向法至多经过n步精确线性搜

索终止。



共轭梯度法

l 共轭梯度法仅比最速下降法稍微复杂一点，但具有二次终
止性（对于二次函数，算法在有限步终止）。
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共轭梯度法

l 共轭梯度法仅比最速下降法稍微复杂一点，但具有二次终
止性（对于二次函数，算法在有限步终止）。
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再开始FR共轭梯度法

l 对于一般非二次函数，n步后共轭梯度法产生的搜索方向
不再共轭。

l 再开始共轭梯度法
l n步后周期性采用最速下降方向作为搜索方向

l 在精确线性搜索条件下，总体收敛。

l 满足Lipschitz条件，线性搜索由Wolfe-Powell准则确定，且下降方
向与负梯度方向小于90度，总体收敛。

l 具有n步二阶收敛性。（n步可求得二次凸函数的极小点，相当牛
顿法的执行一步）



1.6 拟牛顿法

Hesse矩阵的计算工作量大，能否不算或
者少算？



拟牛顿法

l Hesse矩阵的计算工作量大，有时目标函数的
Hesse阵很难计算。

l 拟牛顿法利用目标函数和一阶导数，来构造目标函
数的曲率近似，而不需要明显形成Hesse阵，同时
具有收敛速度快的优点。



拟牛顿条件
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一般的拟牛顿算法
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一般拟牛顿算法：

。给初值

。若 ，则停止；否则，计算

。沿方向 线性搜索求 令

。校正 产生 ，使得拟牛顿条件满足。

。 ，转步 。

l 优点：
l 仅需一阶导数

l Hk保持正定，具有下降性。

l 迭代每次需要O(n2)次乘法。（牛顿法O(n3)次乘法）



对称秩一校正(SR1校正)
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DFP校正
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敛。，对于凸函数，总体收。采用精确线性搜索时

。具有超线性收敛。
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L-BFGS算法

l 一种非常流行和成功的拟牛顿法

l Limited memory Broyden–Fletcher–Goldfarb–
Shanno (BFGS) algorithm

l 有大量开源的实现

http://www.codelast.com/?p=2780#more-2780



L-BFGS算法

Two loops approach

http://en.wikipedia.org/wiki/Limited-memory_BFGS



The End
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Homework 05
l 实现SVM：

l Kernel：线性核，指数核

l 使用python

l 二次规划方法：
l 有效集方法

l 奖励 => 其他更高效的优化方法

l 5次编程作业，请统一提供一个实验报告
l 格式与课程论文的要求相似



The End
l 数学学习是一种修行

l 大音希声，大象无形

l 节选自《道德经》



无所得，即是得
以是得，无所得

--《金刚经》
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