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1. 约束非线性最优化 



约束优化最优性条件 

约束最优化问题通常写为 

 min f(x) 

 s.t. ci(x)=0, i∈E={1,…,me}, 

       ci(x)≥0, i∈I={me+1,…,m} 

 

在x*处的非积极约束 

设x*为一个局部极小点，若不等式约束i0有, ci0(x*)>0, 则可将第i0个约束去掉，且

x*仍然是去掉第i0个约束条件的问题的局部极小点。称约束ci0在x*处是非积极的。 

 

定义：𝐼 𝒙 =  𝑖  𝑐𝑖(𝒙) ≤ 0, 𝑖 ∈ 𝐼}; 𝐴 𝒙 = 𝐸 ∪ 𝐼(𝒙) 为𝒙点处的积极集合。 



一阶最优性条件 
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二阶必要条件 
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可行方向法 

 可行方向法即要去每次迭代产生的点𝒙𝑘都是约束优
化问题的可行点。 

 关键在于每一步寻找可行下降方向： 
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变量消去法 
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变量消去法 
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变量消去法 
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变量消去法 
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故既约梯度可看作 函数之梯度的非零部分。

利用既约梯度，可以构造无约束优化问题的线搜索方向。

例如可取最速下降方向

，
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    。

在无约束问题上作线性搜索，等价于对原目标函数
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上作曲线搜索。因为 的解析表达式并不知道，故

作一维搜 0 (2) .Bx 索时，每个试探步长 都要用 来求解



变量消去法 
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广义消去法 
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投影梯度法 
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罚函数法 

利用目标函数和约束函数构造具有“罚性质”的函数 

 

 P(x)= P(f(x), c(x)) 

 

所谓的罚性质，即要求对于可行点P(x)=f(x), 当约束条件
破坏很大时，P(x)>>f(x) 

定义约束违反度函数： 

 C(-)(x)=(c1
(-)(x), …,cm

(-)(x)), 

其中： 

 ci
(-)(x)＝ci(x), i=1,…,me； 

 ci
(-)(x)＝min{ci(x), 0}, i=me+1,…,m 



罚函数法 
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罚函数法 

缩小到给定误差。函数因子，直到使约束优化问题）增加罚每次迭代（求解一个无
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罚函数法 
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2. 二次规化 



非线性最优化 

最优化的问题的一般形式为 

 Min f(x)  s.t. xX            

 

f(x)为目标函数，X En为可行域。 

如X= En，则以上最优化问题为无约束最优化问题。 

 

约束最优化问题通常写为 

 Min f(x) 

 s.t. ci(x)=0, iE, 

       ci(x)≥0, iI, 

其中E, I分别为等式约束的指标集和不等式约束的指标集，ci(x)是约
束函数。  



非线性优化中的概念 

 可行点，可行域 

 极小，全局极小（总体极小点），全局严格极小
，局部极小，局部严格极小 

 积极与非积极，积极约束，非积极约束 

 可行方向集，线性可行方向集，序列可行方向集 

 

 Farkas引理与K-T条件  

 

 以上参见《最优化理论与方法》第八章 

 



无约束二次最优化 

min f(x) = ½ xTHx+cTx, xRn 

 

H是对称阵 

基本解法：求导然后找局部极值。 



二次规划的一般形式 

min  f(x) = ½ xTHx+cTx, xRn  

 s.t. Ax≤b                                                          （1） 

 

 当H为对称矩阵时，被称为二次规划(Quadratic 
Programming，记作QP)。 

 

 特别，当H正定时，目标函数为凸函数，线性
约束下可行域又是凸集。上式被称为凸二次规
划。 



二次规划的一般形式 

min  f(x) = ½ xTHx+cTx, xRn  

 s.t. 𝒂𝑖
𝑇𝒙 ≥ 𝑏𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼,                                             （1） 

       𝒂𝑖
𝑇𝒙 = 𝑏𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐸. 

 当H为对称矩阵时，被称为二次规划(Quadratic 

Programming，记作QP)。 

 

 特别，当H正定时，目标函数为凸函数，线性约
束下可行域又是凸集。上式被称为凸二次规划。 



二次规划的性质 

 QP是一种最简单的非线性规划。QP有如下良
好的性质，当H是半正定时： 

 K-T条件不仅是最优解的必要条件，而且是充分条
件；  

 局部最优解就是全局最优解。 



等式约束下的二次规划 

min  f(x) = ½ xTHx+cTx, xRn  

 s.t. Ax = b                                           （2） 
 

 

求解方法：Lagrange乘子法，求解以下无约束二次最优化问题。 

 

 

令L(x, λ)对x和λ的导数为零，得线性方程组 

 

 

 

可解得x，即为上式的解。 

1
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0H A
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 

x c λ

x b 0



凸二次规划的有效集方法 

 直观解释：将不起作用约束去掉，将起作用约束作为等式约
束，通过解一系列等式约束的二次规划来实现不等式约束的
优化。 

 

 基本原理：若x为问题（1）的最优解，则它也是问题 

 

 

 

 

 的最优解，其中ai是A的第i行，I为起作用约束指标集（有效
集）。 

 反之，若x为（1）的可行解，又是（3）的K-T点，且相应的
乘子 λi ≥ 0，则x为（1）的最优解。 

1
min

2

s.t. ,i i

H

b i I

 





 

x x c x

a x

（3） 



凸二次规划的有效集方法 

 算法步骤（迭代法）： 
 设当前迭代点为xk， 它也是（1）的可行解。该点的有

效集记作 Ik，为寻求xk点的迭代方向d，用乘子法求解 

 

 

 

 

 若所得最优值dk=0，则xk是（3）的最优解。 

 为判断它是否（1）的最优解，考察对应于有效约束的乘子 λi 
≥ 0是否成立。若成立，则xk是K-T点，由二次规划性质xk是
（1）的最优解。 
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凸二次规划的有效集方法 

 算法步骤（迭代法）： 
 

 

 

 若最优值dk ≠ 0，则取xk+1= xk+αdk，在xk+1为可行点
的条件下确定dk方向的步长αk 

 如果存在p不在Ik中，使得apxk+1= bp，则将p加入有效集 

 

 如果存在Ik中的指标q，使得λi < 0, 则x(k)不是最优解
，从有效集中去掉q 

1
min ( ) ( ) ( )

2

s.t. 0,

k k k

i k

H

i I
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可行步长的选取：阻塞约束 

 𝑎𝑘 = 1时，对应约束集不影响，保持不变 

 𝑎𝑘 < 1时，对应约束称为阻塞约束，此时沿着
dk运动，会被不在指标集中的约束给阻塞了，

约束集因此改变。 
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凸二次规划实例 

 libSVM代码 

 http://www.csie.ntu.edu.tw/~cjlin/libsvm/ 

 有效集方法 



更多凸二次规划 

 线性互补问题(LCP)，Lemke算法 

 

 可行方向法： 

 Zoutendijk可行方向法 

 Rosen梯度投影法 

 Wolfe既约梯度法 

 罚函数法 

 逐次二次规划法 

 信赖域法 


