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内容

 线性规划

 非线性优化

 主要参考书：

 线性规划，张建中，许绍吉，科学出版社

 最优化理论与方法，袁亚湘，孙文瑜，科学出版社



二、非线性最优化



引言

最优化的问题的一般形式为

Min f (x)

s.t. xX

f(x)为目标函数，X En为可行域。

如X= En，则以上最优化问题为无约束最优化问题。

约束最优化问题通常写为
Min f (x)

s.t. ci(x)=0, iE,

ci(x)≥0, iI,

其中E, I分别为等式约束的指标集和不等式约束的指标集，ci(x)是约束函数。



1. 无约束非线性最优化



非线性的数据无处不在



非线性的数据无处不在

网络流量分析



Visualizing Information Flow in Science 

显示学术刊物被引用的关系，借此评价一份学术刊物的份量



1.1 无约束问题的最优条件

 min f(x), xRn的最优性条件

 局部极小

 全局极小

的严格局部极小点。为则称

，都有的如所有满足

的局部极小点。为则称
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的严格总体极小点。为则称

，都有如所有

的总体极小点。为则称

都有，使得对所有若存在
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1.1 无约束问题的最优条件

 min f(x), xRn的最优性条件。
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是局部极小点，则若

上连续可微，在开集：设定理（一阶必要条件）

的一阶和二阶导数。分别为设
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是局部极小点，则若

上二阶连续可微，在开集：设定理（二阶必要条件）



1.1 无约束问题的最优条件

为正定矩阵。且分条件是，则是严格局部极小点的充若

上二阶连续可微，在开集：设定理（二阶充分条件）

点）。也可能不是极值点（鞍

极大点，能是极小点，也可能为的平稳点。平稳点有可称为函数则
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。件是是总体极小点的充要条若

微，是凸函数且一阶连续可：设定理（凸充分性定理）
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什么是凸函数？



1.2 最优化方法的结构

 迭代优化方法的基本思想：
 给定一个初始点x0,

 按照某一迭代规则产生一个点列{xk}, 使得

 当{xk}是有穷点列时，其最后一个点是最优化模型问题的最优解。

 当{xk}是无穷点列时，其极限点为最优解。

 一个好的算法应具备的典型特征为：

 迭代点xk能稳定地接近局部极小点x*的邻域，然后迅速收敛于x*

 当给定的某种收敛准则满足时，迭代即终止。



最优化方法的结构

给定初始点x0,

1. 确定搜索方向dk，即依照一定规则构造 f 在xk点处的
下降方向为搜索方向

2. 确定步长因子αk，使目标函数值有某种意义下降

3. 令xk+1=xk+ αkdk

a) 若xk+1满足某种终止条件，则停止迭代，得到近似最优解，

b) 否则，重复以上步骤。

xk

xk+1
dk



收敛速度

 收敛速度也是衡量最优化方法有效性的重要方面。
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若存在实数 及一个与迭代次数 无关的常数 ，使得

则称算法产生的迭代点列 具有 阶收敛速度。特别地

（）当 ＝， 时， 具有 线性收敛速度。

（ ）当 ， 时 或者 ＝ ， 具有 超线性收敛速度。

（）当 ＝ ， 时， 具有Q 二阶收敛速度。



收敛速度

 一般认为，具有超线性和二阶收敛速度的方法是比
较快速的。

 但对于任何一个算法，收敛线和收敛速度的理论结
果并不保证算法在实际执行时一定有好的实际计算
结果。
 忽略了误差；函数计算不满足限制条件

 需要选择有代表性的检验函数进行数值计算。



收敛速度

 

但反之一般不成立。

，那么－超线性收敛到定理：如果序列
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  该定理表明，可以用 来代替 给出终止条件，

并且该估计随着 的增加而改善。



终止条件
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一般地，可取

合使用。鞍点，因此可与上式结但由于平稳点也可能是

。＝其中可采用且收敛不太快的算法，对于有一阶导数信息，

，或否则采用

，，时，采用当

提出：应同时使用两式，

。仍然很大（或者相反）是小的，但有时
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1.3 一维搜索

 单变量函数的最优化。

   

   

   

受到重视。

较少的不精确一维搜索作量，因而花费计算量因子需花费想到大的工

求几乎精确的最优步长长因子一般不能求到，实际中，精确的最优步

或不精确一维搜索。

近似一维搜索，接受的下降量，则称为使得目标函数得到可以若取

为最优步长因子。），搜索（或精确一维搜索的一维搜索为最优一维

，则称这样＝到极小，即使得目标函数沿方向达若

的一维搜索问题。。这就是关于，使得这样，确定

，＝。设和步长因子向其关键就是构造搜索方
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一维搜索的主要结构

1. 确定包含问题最优解的搜索区间

2. 再用某种分割技术或插值方法缩小这个区间，进
行搜索求解

 搜索区间：包含最优值的闭区间。

 确定搜索区间的简单方法——进退法。

 从一点出发，试图确定出函数值呈现“高－低－高”
的三点。一个方向不成功，就退回来，再沿相反方向
寻找。



一维区间搜索的进退法

 确定搜索区间的简单方法——进退法。

 从一点出发，试图确定出函数值呈现“高－低－高”的
三点。一个方向不成功，就退回来，再沿相反方向寻找。
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否则，停止迭代，输出

）；转，转换搜索方向（即若

返回，则＋如

一般加倍系数，选取初始值



一维搜索：黄金分割法

 基本思想：通过取试探点和进行函数值比较，使包
含极小点的搜索区间不断缩小，当缩短到一定程度
后，该区间上的任意一点均可看作极小值的近似。

 该方法用途广泛，

 尤其适合导数表达式复杂或写不出的情况



一维搜索：黄金分割法（0.618法）

 

   

   

   

 

    

收敛速度为线性。次迭代后的区间长度为不难知道第
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改进

 实际上所遇到的函数不一定是单峰函数，这时搜索
出的值有可能大于初始区间的端点值。

 改进：每次缩小区间时，不只比较两个内点处的函
数值，而是要比较两个内点和两个端点处的函数值。
当左边第一个或第二个点是这四个点中函数值最小
的点时，丢弃右端点；否则，丢弃左端点。



Fibonacci法

 与0.618法的主要区别之一：搜索区间缩短率不是采用黄金
分割数，而是采用Fibonacci数。
 Fibonacci数满足：

F0=F1=1,Fk+1=Fk+Fk-1,k=1,2, …

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, …

Fibonacci分割方法：
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－ －

要求经过 次计算后，最后的区间长度不超过 ，即

另一方面， ＝

故可得

可以证明 ， 法与 法的区间缩短率相同。

因而 法线性收敛。

同时可以证明

法是分割方法求一维极小化问题的最优策略，

而 法是分割方法求一维极小化问题的近似最优解。



1.3.2 插值法

 插值法是一类重要的搜索方法，其基本思想是在搜
索区间中不断用低次(通常不超过三次)多项式来近
似目标函数，并逐步用插值多项式的极小点来逼近
一维搜索问题的极小点。

 当函数具有比较好的解析性质时，插值方法比直接
方法(0.618法或Fibonacci法)效果更好。



二次插值法：
一点二次插值（牛顿法）

 利用一点处的函数值、一阶和二阶导数值构造二次插值函
数
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 牛顿法的优点是收敛速度快，具有局部二阶收敛速度。



二点二次插值法

 给出两点的函数值和其中一点的导数值，构造二次插值函
数。类似的可得
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－写成迭代形式为

。－＝

 可证明二点二次插值法的收敛阶为1.618，超线性收敛。



三点二次法（抛物线法）
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＝ 。

迭代时，从 ， ， ， 中选择目标函数最小的点及其左右两点，

进行下一步的迭代。

 超线性收敛，收敛阶近似为1.32



二点三次插值法

 用三次多项式来逼近。比二次插值法有较好的收敛效果，
但通常要求计算导数值，且计算量较大。一般当导数易求
时，用三次插值法较好。
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，令若，则令在迭代时，若

，其中

。经过推导件构造三次函数，初值条

来，和导数值两点的函数值在用函数

 收敛速度为2阶，一般优于抛物线法。



1.3.3 不精确的一维搜索方法

 精确一维搜索往往需要花费很大的时间。

 当迭代点远离问题的解时，精确求解通常不十分有效。

 很多最优化方法，如牛顿法和拟牛顿法，其收敛速度并
不依赖于精确一维搜索过程。

 只要保证目标函数有满意的下降，可大大节省计算
量。



Armijo-Goldstein准则

  

   

   

称为可接受步长因子。称为可接受区间，构成区间要求的

满足上述不精确线性搜索准则。上述两式称为

。）－（

要求取得过小，加上另一个为了避免

其中

合理的要求：的下降不是太小。一个

同时要保证目标函数下降，设区间
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Wolfe-Powell准则

 Armijo-Goldstein准则有可能把最优步长因子排除在可接受
区间外，因此更改第二个条件为

   00  

   0)1(0  
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 一般地，σ 值越小（0.1)，
线性搜索越精确。不过,
计算量也越大。通常取

ρ ＝0.1, σ =0.4.



1.4 牛顿型方法



1.4.1最速下降法

 以负梯度方向作为极小化算法的搜索方向，即

 具有总体收敛性：
 产生的迭代点列{xk}的每一个聚点都是平稳点。

 最速下降方向仅是局部性质

 对于许多问题并非下降方向，而且
下降非常缓慢

 接近极小点时，步长越小前进越慢

 线性收敛

k k d g



1.4.2 牛顿法

 牛顿法的基本思想是利用目标函数的二次Taylor展开，并
将其极小化。
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极小化，得到将其中

展开为处的二次在函数

 对于正定二次函数，一步即可得最优解。

 由于目标函数在极点附件近似于二次函数，故在初始点接近极小点时，
牛顿法收敛速度较快。

 牛顿法具有局部收敛性，为二阶收敛。



牛顿法

 当初始点远离最优解时，Gk不一定是正定的，则牛顿方向
不一定为下降方向，其收敛性不能保证。

 这说明恒取步长因子为1是不合适的，应该采用一维搜索
（仅当步长因子{αk}收敛1时，牛顿法才是二阶收敛的）。

1

1,k k k k k k kG 

   d g x x d迭代公式为：

 带步长因子的牛顿法是总体收敛的。



1.4.3 修正牛顿法

 牛顿法的主要困难在于Hesse阵Gk不正定。这时二次型模型
不一定有极小点，甚至没有平稳点。

 Goldstein and Price (1967)当Gk非正定时，采用最速下降方
向结合方向，给出
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负曲率方向法

 在鞍点处 gk=0而Gk不是正半定时，修正牛顿法失
效

 采用负曲率方向作为搜索方向，可使目标函数值下降

 若G(x)至少有一个负特征值，则x叫做不定点

 若x是一个不定点，方向d满足

dTG(x)d<0，

则d为f(x)在x处的负曲率方向



Goldfeld修正牛顿法

 使牛顿方向偏向最速下降方向。更明确地说，将Hesse阵Gk

改变成Gk+vkI，使得Gk+vkI正定。比较理想的是，vk为使
Gk+vkI正定的最小v。
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利用 和 的修改 分解算法确定 即

为下三角阵， 为对角阵）

若 则

若 则利用 圆盘定理计算 的一个上界

另外，令 也是 的一个上界。

最后，取



Gill-Murray稳定牛顿法

 基本思想是：
 当Gk不定矩阵时，采用修改Cholesky分解强迫矩阵正定；

 当gk趋于0时，采用负曲率方向使函数值下降

 

为负曲率方向。求得方向，则停止；否则求解。若
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Gill-Murray稳定牛顿法
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。给定初始点

。计算 和

。对 进行修改 分解，

。若 ，则解方程 求出搜索方向 转 。

。构造负曲率方向，若求不出方向（即 ），则停止；

若
否则，求出方向 再令

其他

。一维搜索，使得
0
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，并令

。若满足终止条件，则停止；否则， 转 。

可证明该方法总体收敛！



信赖域方法

 不仅可以用来代替一维搜索，而且也可以解决Hessen矩阵
不正定等困难

 主要思想：

 首先选择一个步长r，使得在||x-xk||<r范围内(信赖域)

 目标函数用n维二次模型来逼近，并以此选择一个搜索方向sk，取
xk+1=xk+sk

 具有牛顿法的快速局部收敛性，又具有理想的总体收敛性。



Levenberg-Marquardt方法
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最重要的一类的信赖域是取 范数，此时原模型等效于

引入 函数 。

根据约束最优化的最优性条件知：

从而可推出
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Levenberg-Marquardt方法

  

      

       

 

 

 

单调减小。随。同时可以证明求解即并用

正定，使得方法都是要确定一个因此，

正定。条件为总体解严格最小的充分

半正定。为总体解的二阶必要条件

可证明：

性条件知：根据约束最优化的最优

函数引入

于范数定义，原模型等效信赖域采用
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Levenberg-Marquardt方法

 

 

。转。令
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1.5 共轭方向法

介于最速下降法与牛顿法之间的一个方
法，仅需利用一阶导数，但克服了最速
下降法收敛慢地缺点，又避免存储和计
算牛顿法所需要的二阶导数信息。



共轭

 设G是n×n对称正定矩阵，若给定n维非零向量d1

和d2，满足

d1
TGd2=0，

则称向量d1,d2是G-共轭的

 类似，设n维非零向量d1, d2,… dm，如果di
TGdj=0 

(i≠j)，则称d1, d2, … dm是G-共轭的



一般共轭方向法
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。给定初始点 ，

。计算

。计算 ，使得

。一维搜索得到

。计算 使得

。 转 。

共轭方向法的基本性质：

 共轭方向d0, d1, …, dn,对于所有i<=n-1,有

gT
i+1dj=0, （j=0,…,i）

 对于正定二次函数，共轭方向法至多经过n步精确线性搜
索终止。



共轭梯度法

 共轭梯度法仅比最速下降法稍微复杂一点，但具有二次终
止性（对于二次函数，算法在有限步终止）。
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二次函数

令 根据一维精确搜索的性质，

令

选择 使得 则 式两边乘 ，可得
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)(考虑目标函数：



共轭梯度法

 共轭梯度法仅比最速下降法稍微复杂一点，但具有二次终
止性（对于二次函数，算法在有限步终止）。
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其中

次迭代时，＋一般在第本性质进行推导，可得类似地利用共轭法的基

＝＝＝ 二次函数

Dixon             

)Reeves(Fletcher             

WolfeCrowder(        

,

1

11

11

1

11

11

00

11

011

011

01

01
0

k

T

k

k

T

k

k

T

k

k

T

k

kk

T

k

kk

T

k
k

kkkk

T

T

T

T

T

T

k

G

G

gd

gg

gg

gg

ggd

ggg

dβgd

gg

gg

ggd

ggg

dd

dg
























 







再开始FR共轭梯度法

 对于一般非二次函数，n步后共轭梯度法产生的搜索方向
不再共轭。

 再开始共轭梯度法
 n步后周期性采用最速下降方向作为搜索方向

 在精确线性搜索条件下，总体收敛。

 满足Lipschitz条件，线性搜索由Wolfe-Powell准则确定，且下降方
向与负梯度方向小于90度，总体收敛。

 具有n步二阶收敛性。（n步可求得二次凸函数的极小点，相当牛
顿法的执行一步）



拟牛顿法

 Hesse矩阵的计算工作量大，有时目标函数的
Hesse阵很难计算。

 拟牛顿法利用目标函数和一阶导数，来构造目标函
数的曲率近似，而不需要明显形成Hesse阵，同时
具有收敛速度快的优点。



拟牛顿条件
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近似造称为拟牛顿条件。或构

，＝

，满足逆近似出要求在拟牛顿法中构造

。，上述关系式精确成立对于二次函数

，得令

对上式求导，有

＋

附近的二次近似为在
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一般的拟牛顿算法
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一般拟牛顿算法：

。给初值

。若 ，则停止；否则，计算

。沿方向 线性搜索求 令

。校正 产生 ，使得拟牛顿条件满足。

。 ，转步 。

 优点：
 仅需一阶导数

 Hk保持正定，具有下降性。

 迭代每次需要O(n2)次乘法。（牛顿法O(n3)次乘法）



对称秩一校正(SR1校正)

   

   

  

 

 

。校正在应用中受到限制这使得

难满足。时。但这个条件往往很当。不能保持正定性，仅

步终止性质，要精确一维搜索，具有。对于二次函数，不需

性质

校正称为对称秩一校正那么

。为对称阵，故取，因为取

上。必在方向

，故根据拟牛顿条件有，

一校正情形下，为一个低阶矩阵。在秩，其中希望有
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DFP校正

 

敛。，对于凸函数，总体收。采用精确线性搜索时

。具有超线性收敛。

降性质成立。。校正保持正定性，下

轭梯度。时，产生共轭方向与共。对于二次函数，

步终止性质，一维搜索，具有。对于二次函数，精确

性质

校正称为那么

＝那么

恒成立。可知同时令：
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2. 约束非线性最优化



2.1 约束优化最优性条件

约束最优化问题通常写为
min f(x)

s.t. ci(x)=0, i∈E={1,…,me},

ci(x)≥0, i∈I={me+1,…,m}

在x*处的非积极约束
设x*为一个局部极小点，若不等式约束i0有,ci0(x*)>0,

则可将第i0个约束去掉，且x*仍然是去掉第i0个约束条件的问
题的局部极小点。称约束ci0在x*处是非积极的。

定义：I(x)={i | ci(x)<=0, i ∈I}; A(x)=EUI(x)为x点处的积极集
合。



一阶最优性条件

    

   

 

     

乘子。称为。条件等价于则

函数：的是点。与该定理联系密切满足上述两式的点称为

，

，

，使得则必存在

线性无关，果的一个局部极小点，如是问题若

必要条件：
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二阶必要条件

   

 

 

     

    为局部严格极小点。则

乘子，若称为相应的点，为设

：稍加强可得充分性条件

函数。为其中

乘子，则必有称为相应的为局部极小点，设

二阶必要性条件：

方向的集合记为

处的所有序列零约束在处的序列零约束方向。为，则称，且有

＋

使得和若存在序列乘子称为相应的点，是定义：设
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2.2 可行方向法

 可行方向法即要去每次迭代产生的点xk都是约束优化问
题的可行点。

 关键在于每一步寻找可行下降方向：

  0, ( , ).

,0 , 0 ,

( , )

T

k k

n

f FD X

x X d R x td X d

x X x FD x X



  

    

d x d x

可行方向：设 如存在 使得 ＋ 则称 为

处的可行方向。 在 处的所有可行方向集合记为 。



广义消去法
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考虑等式约束问题

设有变量分解 其中 ，

则 可改写为
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假定可以从 解出 ，则原问题等价于
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广义消去法
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－

不难验证

＝

从 可得

假设 非奇异，可得到

＝ －



广义消去法
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－

令 则发现可以将

既约梯度写成 函数在既约空间上的梯度

＝

或者说，有



广义消去法
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故既约梯度可看作 函数之梯度的非零部分。

利用既约梯度，可以构造无约束优化问题的线搜索方向。

例如可取最速下降方向

，

或拟牛顿方向

    。

在无约束问题上作线性搜索，等价于对原目标函数

在曲线

（ ）

上作曲线搜索。因为 的解析表达式并不知道，故

作一维搜 0 (2) .Bx 索时，每个试探步长 都要用 来求解



变量消去法
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。给出可行点

。计算 ，其中划分使得 非奇异；

计算 及 ＝ 。

。如果 ，则停止；否则利用某种方式产生下降方向 即使得

。 进行线性搜索给出
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变量消去法

 

   

          

     

( ) 0

min

0

n m
N

n

n n

B

N

B N

B B N N N
w R

T

w N N kk N

T

k B

S R

x Sw

w
w w c x

w

w w

f S w S w f w

f w g x S f x c x

S f x c x





 











 
  
 



 

    
 

   
 

考虑更一般的形式。任意非奇异矩阵 ，以及变量替换

对 进行变量分离 。利用约束条件 进行变量消去

得到 。于是原问题等价于

可直接计算得到 ＝ ，

其中 满足 。
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。给出可行点

。以某种方式构造一非奇异矩阵 且有划分 ＝ ， 使得 非奇异；

根据 计算 ，以及计算 ＝ 。

。如果 ，则停止；否则利用某种方式产生下降方向 即使得
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进行线性搜索给出 令

，

  转 步。

若Sk=I，广义消去法就是变量消去法。

变量消去法



梯度投影法

         
步长。方向上迭代得到正确的，再在迭代过程是先得到

＝＝

其中＋＝

由两部分组成，变量增量广义消去法每次迭代的
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 迭代方式存在不合理之处。本来希望
迭代点都在可行域上，但具体迭代过
程却是先远离可行域，然后再校正回
可行域中。

 希望离开程度尽可能小？沿线性化方
向。迭代过程可以更快的收敛。
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的过程。求解利用方向上迭代的过程就是在



   

   

   

 
     

   

   

   

法。方向法，简称可行方向一般形式的线性化可行

，则算法是一个且满足若将搜索方向换成

。可逆上三角矩阵。可取

，为正交阵，

分解，的在计算中，可利用

。为投影算子

的零空间中，进而可知在为线性可行方向，故因为

＝－速下降法时，可得当在广义消去法中用最

子。为到该零空间的投影算而另一方面，

的零空间。间就是的列向量所张成的子空则由设

使得选取沿线性化可行方向，应为使

处的线性化可行方向。的为则

可行域设

线性化可行方向：
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罚函数法

利用目标函数和约束函数构造具有“罚性质”的函数

P(x)= P(f(x), c(x))

所谓的罚性质，即要求对于可行点P(x)=f(x), 当约束条件破坏
很大时，P(x)>>f(x)

定义约束违反度函数：

C(-)(x)=(c1
(-)(x), …,cm

(-)(x)),

其中：

ci
(-)(x)＝ci(x), i=1,…,me；

ci
(-)(x)＝min{ci(x), 0}, i=me+1,…,m



罚函数法
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义为事实上，更一般的可定

是一正常数，罚因子。

罚函数，定义如下最早的罚函数是

上的函数，满足罚项是定义在

即有关的“罚项”之和，标函数与一项与罚函数一般可表示为目
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罚函数法

缩小到给定误差。函数因子，直到使约束优化问题）增加罚每次迭代（求解一个无

罚函数法的基本点是

。所以也称为障碍罚函数

的“障碍墙”边界上形成一堵无穷高内点罚函数在可行域的

，

数罚函数常见有倒数罚函数和对

式约束问题。内点罚函数仅适合不等

内点罚函数。上取值为无穷，则称为若罚函数在可行域边界

，

一般定义为
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罚函数法
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＝其中

否则

如

。则其中＝数克服这一缺点，引入参

函数的稳定点。为了一般不是点，而为原问题的设
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It is just a new 

beginning

大音希声，大象无形

——摘自老子《道德经》

建议更多了解几何、代数、拓扑方面的数学内容，他们是相通的。



Thank you!

Please keep on learning mathematics in your life


