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内容

 线性规划

 非线性优化

 主要参考书：

 线性规划，张建中，许绍吉，科学出版社

 最优化理论与方法，袁亚湘，孙文瑜，科学出版社



一、线性规划

 在人们的生产实践中，经常会遇到如何利用现有资源
来安排生产，以取得最大经济效益的问题。

 1947年G. B. Dantzig 求解线性规划的单纯形方法

 现有的计算机能处理成千上万个约束条件和决策变量的线性
规划问题之后，线性规划的适用领域更为广泛了。

运筹学

数学规划

线性规划(Linear Programming，LP)

$利益驱动$



问题定义
(linear programming, LP)

 某计算机公司提供大型计算机系统，有A, B, C三个技术团队
 高端系统

 每套售后的利润400万元
 需用A、B两个技术团队协作实施
 A团队2个月，B团队1个月；

 中端系统
 每套售后的利润300万元
 需用A, B, C三个技术团队协作实施
 每个团队各需1个月

 2009年度，A队可工作10个月，B队8个月、C队7个月

 问：怎样的销售策略能使总利润最大？



问题定义
(linear programming, LP)

 设可销售x1个高端系统， x2个中端系统

 目标函数

 约束条件
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问题定义
(linear programming, LP)

 在一组线性的等式或不等式约束下，求一个线
性函数的最小值或最大值。

 形式化的定义：

min c1x1+…+ cnxn

s. t.

a11x1+…+ a1nxn ≤b1

…

am1x1+…+ amnxn ≤bm

x1,…, xn ≥ 0



问题定义
(linear programming, LP)

 在一组线性的等式或不等式约束下，求一个线
性函数的最小值或最大值。

 形式化的定义：

min cTx

s.t. Ax ≤b

x ≥ 0

目标函数
objective function

c: 价值向量，cost vector

A: 约束矩阵，constraint matrix

b: 右端向量，right-hand-side vector



线性规划的图解法
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线性规划在Matlab中的实现方法

 Matlab中规定线性规划的标准形式为: 

 其中:

 c和x为n维列向量，

 b为m维列向量，

 A为m×n矩阵

bAxxc
x

    such that      min T



线性规划在Matlab中的实现方法

 基本函数形式为
linprog(c, A, b)

 返回值是向量x的值

 调用举例：
[x,fval]=linprog(c, A, b, Aeq, beq, LB, UB, X0, OPTIONS)

fval返回目标函数的值，

Aeq、beq对应等式约束，Aeq X = beq

LB、UB分别是变量X的下界和上界， X0是X的初始值

OPTIONS是控制参数。



标准LP问题

 从实际中总结出来的LP形式不完全一样：
 目标函数是最大值或最小值，
 约束条件是等式约束或不等式约束，
 变量有上界或下界或无界

min z = cTx

s.t. Ax = b

x≥0



线性规划基本定理
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线性规划基本定理

基本定理2（存在定理）
若LP问题

min z = cTx

s.t. Ax = b

x≥ 0
存在有限最优值（即有最优解），则最优值必在可行区域D
的某个极点上达到. 并且，目标函数存在有限最优值的充要
条件是对D的所有极方向dj, 均有cdj≥0.



2.1 基本单纯形方法

 主要思想：先找一个基本可行解，判断它是否为最优解。
若不是，就找一个更好的基本可行解，在进行检验。如此
迭代，直至最后找到最优解，或判定无界。

 两个主要问题：

 寻找初始解

 如何判别和迭代（先考虑）



3. 最优性条件
和对偶理论



对偶性

 对于每一个线性规划P，总存在着另一个线性
规划D，两者之间存在着密切的联系，人们可
以通过求解对偶规划D来获得原规划P的最优
解。



3.1 Kuhn Tucker条件
 定理
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3.1 Kuhn Tucker条件
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3.1 Kuhn Tucker条件
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3.2 对偶理论

 对偶问题可被看作是原始问题的“行列转置”

 对偶问题是：

 其中y1和y2分别表示对应于约束Ax>=b和-Ax<=B的对偶变量组。
令y=y1-y2
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3.2 对偶理论
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3.2 对偶理论
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3.2 对偶理论
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对偶定理

 设x和w分别为(P)和(D)的可行解，则有cx≥wb.

 设x*和w*分别为(P)和(D)的可行解，则x*和w*分别为(P)和

(D)的最优解的充要条件是cx*=w*b.

 推论：若(P)有最优解x*，则(D)有最优解w*，且cx*=w*b；

若(P)无界，则(D)无解。反之亦然。

 互补松弛性：设x*和w*分别为(P)和(D)的最优解，则有

w*(Ax*-b)=0, (c-w*A)x*=0。

（互补松弛性），

（对偶可行性）

（原始可行性），

条件
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对偶定理

 从K-T条件与单纯形方法中的最优准则的关系中可以

看出：在单纯形方法中，除了K-T条件的v≥0外，其余

都得到满足。即单纯形法就是保持了原始可行性、互

补松弛性、c-wA-v=0得到满足的条件下逐步改善基本

可行解，使得对偶可行性中的v=c-wA≥0得到满足。

 启发：也可以在保证对偶可行性和互补松弛性满足的

条件下，改善解使得原始可行性得到满足。



3.3 对偶单纯形法
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3.3 对偶单纯形法
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3.4 原始－对偶单纯形法

 同时对对偶问题和第一阶段地辅助问题求解。
从对偶问题的任意可行解开始，同时在迭代过
程中保持对偶可行性和互补松弛性以及x≥0的
情况下,通过剔除人工变量使Ax=b成立。
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。。。的限定问题。如此循环来求解对应于可以使用它来作为初值
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。，返回＋＝，并且构造
－
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；否则令，则停止，原问题无解。若
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3.5 对偶初始解
 对偶单纯形法和原始－对偶单纯形法都需要一个对偶可行解。而

且对偶单纯形法还要求是一个基本可行解。

 

一点均是最优解。半直线界面，其上任意则表示可行区域的一个而

也是基本可行解。此时），令解。否则（

还是一个基本可行为原问题的最优解。若为原问题最优值，。＝

。问题无界。当

了）会变的可以任意充分大。（否则充分大，故一定有。由于

且行解。这时原问题一定有可，最优值为。扩充问题有最优解

原问题无解。。扩充问题无解

计算结果有两种可能：

解。－对偶单纯形法开始求用对偶单纯形法或原始正则解。于是可以开始

个，则新单纯形表对应一纯形表。因为为转轴旋转得到新的单以设

扩充问题有可行解）对于充分大的题有可行解问题。（可证明：原问增加约束后，称为扩充

问题）从而这一约束不影响原是一个充分大的参数（否则，增加一个约束

题的一个基本可行解则说明已经找到对偶问此时若

并化为典式。消去法找到一个基问题，总可以使用高斯对应任意一个
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二、二次规化



非线性最优化

最优化的问题的一般形式为
Min f(x)  s.t. xX

f(x)为目标函数，X En为可行域。
如X= En，则以上最优化问题为无约束最优化问题。

约束最优化问题通常写为
Min f(x)

s.t. ci(x)=0, iE,

ci(x)≥0, iI,

其中E, I分别为等式约束的指标集和不等式约束的指标集，ci(x)是约
束函数。



非线性优化中的概念

 可行点，可行域

 极小，全局极小（总体极小点），全局严格极小
，局部极小，局部严格极小

 积极与非积极，积极约束，非积极约束

 可行方向集，线性可行方向集，序列可行方向集

 Farkas引理与K-T条件

 以上参见《最优化理论与方法》第八章



无约束二次最优化

min f(x) = ½ xTHx+cTx, xRn

H是对称阵

基本解法：求导然后找局部极值。



二次规划的一般形式

min  f(x) = ½ xTHx+cTx, xRn

s.t. Ax≤b （1）

 当H为对称矩阵时，被称为二次规划(Quadratic 
Programming，记作QP)。

 特别，当H正定时，目标函数为凸函数，线性
约束下可行域又是凸集。上式被称为凸二次规
划。



二次规划的性质

 QP是一种最简单的非线性规划。QP有如下良
好的性质，当H是半正定时：

 K-T条件不仅是最优解的必要条件，而且是充分条
件；

 局部最优解就是全局最优解。



等式约束下的二次规划

min  f(x) = ½ xTHx+cTx, xRn

s.t. Ax = b （2）

求解方法：Lagrange乘子法，求解以下无约束二次最优化问题。

令L(x, λ)对x和λ的导数为零，得线性方程组

可解得x，即为上式的解。

1
2

( , ) ( )L H A     x λ x x c x λ x b

0H A

A

   

 

x c λ

x b 0



二次规划的有效集方法

 直观解释：将不起作用约束去掉，将起作用约束作为等式约
束，通过解一系列等式约束的二次规划来实现不等式约束的
优化。

 基本原理：若x为问题（1）的最优解，则它也是问题

 的最优解，其中ai是A的第i行，I为起作用约束指标集（有效
集）。

 反之，若x为（1）的可行解，又是（3）的K-T点，且相应的
乘子 λi ≥ 0，则x为（1）的最优解。

1
min

2

s.t. ,i i

H

b i I

 





 

x x c x

a x

（3）



二次规划的有效集方法

 算法步骤（迭代法）：
 设当前迭代点为xk，它也是（1）的可行解。该点的有

效集记作 Ik，为寻求xk点的迭代方向d，用乘子法求解

 若所得最优值dk=0，则xk是（3）的最优解。
 为判断它是否（1）的最优解，考察对应于有效约束的乘子 λi

≥ 0是否成立。若成立，则xk是K-T点，由二次规划性质xk是
（1）的最优解。

1
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2
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二次规划的有效集方法

 算法步骤（迭代法）：

 若最优值dk ≠ 0，则取xk+1= xk+αdk，在xk+1为可行点
的条件下确定dk方向的步长αk

 如果存在p不在Ik中，使得apxk+1= bp，则将p加入有效集

 如果存在Ik中的指标q，使得λi < 0, 则x(k)不是最优解
，从有效集中去掉q

1
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