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2D Shape Blending演示

2



2D Shape Blending问题的引出

● 在二维角色动画(Character Animation)中

，经常会碰到这样的问题：给定一个初始和

最终的形状(shape)，我们称它们为关键帧

形状，求从初始形状光滑过渡到最终形状的

中间形状。

● 这个问题称为二维形状的自然渐变（Shape 

Blending或Shape Morphing）。

● 该问题实际上分为两个子问题: (1). 顶点的对

应关系问题; (2). 顶点的插值问题。
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问题的引出

● 二维形状的自然渐变不仅在计算机动画，而且在模式识别、曲面重建和三维造

型中也具有重要意义。
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问题的引出
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问题的引出
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线性插值法

● 假设两个关键帧多边形的顶点为PAi
和PBi

(i=0, 1, 2, 3, …, n)，顶点的数目都

为n个，则我们要解决的是：

■ 顶点的对应关系问题，即多边形PA中的一个顶点与PB中的哪个顶点对应?

■ 顶点的路径问题，即PA以何种方式运动到PB? 

● 顶点路径问题一个简单的方法为采用顶点线性插值：

● 但线性插值会带来收缩(shrinkage)和纽结现象(Kink)，这在刚体旋转时表

现得尤为明显。
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线性插值法的缺点

(a) 鸡的脖子压缩了 (b) 更自然的结果
鸡的形状渐变

鸡的脖子不自然地压缩了



基于内在形状插值的多边形渐变方法

● Intrinsic Shape Interpolation的数学原理:乌龟几何+Lagrange乘数法优化

● 参考文献：Sederberg T W, Gao P S, Wang G J, Mu H. 2D shape blending: an intrinsic solution to 

the vertex path problem. Computer Graphics, 1993, 27(3):15~18
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乌龟几何

● 在笛卡尔坐标系中，多边形是通过顶点的坐

标显式给出的。

● 但多边形也可以通过乌龟几何来定义，即通

过顶点处的边长和有向角来定义。例如，以

某一点为起点，向东往前走10米，往左拐

450，继续往前走6米，往右拐300 ，向前走

5米，…，最后得到一多边形。

● 因而一个自然的想法是，能否对关键帧多边

形的边长和顶点角进行插值来产生比线性插

值更好的效果？

● 回答是肯定的，因为这种插值具有更好的几

何意义。
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● 设m=n-1，逆时针方向的角为正的，P0为形状的平移锚点(anchor point)，我们的目标是

计算中间多边形的顶点Pi (i=1, 2, …, m),  0≤t ≤ 1。

● 通过计算多边形PA和PB的边长和有向顶点角，得到多边形的内在定义 :
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中间多边形生成

● 那么中间多边形可由插值相应的边长和顶点角得到：

● 遗憾的是，这样得到的多边形通常是不封闭的。但实验发现，得到多边形的起

始点和终止点非常接近。
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中间多边形生成

● 一个解决方法为保持插值的顶点角不变，适当调整插值得到的边长(Edge 

Tweaking)：

● 如果关键多边形的某一条对应的边具有相同的长度L，那么我们可认为中间多

边形的边长也为L，因此可认为 。为了防止除以零，我们定义：

其中：
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中间多边形生成

● 我们的目标是为了求得 ，使目标函数：

最小，并且 应满足约束条件(强迫多边形封闭):

其中αi 是由矢量PiPi+1和x轴构成的有向角：
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中间多边形生成

● 这是个具有约束条件的极值问题，可用Lagrange乘数法来求解。引进

Lagrange函数:

其中λ1, λ2为Lagrange乘数。对Ф求偏导得：
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中间多边形生成

● 由第一式求得Si代入后二式得：

其中：
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中间多边形生成

● 如果 ，则

因而可得到中间多边形顶点（xi, yi）的坐标：
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与线性插值的结果对比
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结果

● 实验表明，对于角色动画中的许多应用，内在插值的形状渐变效果良好。
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数字化得到的形状(形状取自经典摄影图书《Animals in Motion》) 

 给定的         内在插值得到的     内在插值得到的        给定的 



算法实现
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输入：两个关键帧多边形的顶点

■ 计算两个关键帧多边形的内在表示；

■ 解线性方程组，计算λ1, λ2；

■ 计算Si；

■ 中间多边形顶点的坐标；

输出：中间帧多边形的顶点



DEMO
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内在形状插值法的优缺点

● 优点：

■ 简单；

■ 能在一定程度上避免形状插值中出现的收缩和纽结现象，这在二维角色动画中尤其有用。

● 缺点：

■ 顶点对应关系需要用户交互给出；

■ 结果依赖于顶点对应关系的好坏；

■ 当源和目标多边形中包含短边时，由于计算短边的方向不稳定，中间帧多边形有可能产生

较严重的畸变。
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基于模糊数学的二维多边形形状渐变

● 1996年，Zhang提出了一种基于模糊数学的二维多边形形状渐变方法。

● 它采用基于模糊数学的方法来建立源多边形和目标多边形顶点的对应关系以

及顶点之间的插值。

● 优点：

■ 能处理具有不同位置、方向、大小或形状的多边形。该方法不仅稳定，而且易于推广到

曲线形状。

*  Zhang Yuefeng. A fuzzy approach to digital image warping. IEEE 

Computer Graphics and Applications, 1996, 16(6):34~41
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基于模糊数学的顶点对应关系的建立

● 顶点对应关系在多边形形状渐变中占居非常重要的地位。

■ 一个好的对应关系可以指导插值的过程，并生成光滑流畅的中间帧；

■ 而一个不好的对应关系则会生成不自然的中间帧。

● 如果源多边形和目标多边形具有不同的位置、方向、大小或形状，在没有人工干

预的情况下，要找到一个好的对应关系通常是件困难的事。当两个多边形的顶点

个数不同时，问题就更加复杂。

● 基于模糊数学的顶点对应关系建立方法能够较好地处理多边形具有不同的位置、

方向、大小、顶点数目的情形。

● 思想：用目标多边形建立一个与给定源多边形相似的模糊多边形集，然后在模糊

集中查找多边形相似函数最大的多边形。
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多边形相似函数

● 对于两个多边形 和 ，如果它们对应的角相等且

对应的边成比例，则称它们是相似的。

● 在一个模糊多边形集中，一个多边形与其余多边形的相似程度由多边形相似函

数来决定。

■ 若多边形相似函数的值很高，则这两个多边形的相似程度很高；

■ 若多边形相似函数的值很低，则这两个多边形的相似程度很低。

25

 00

1

0

0

0 ,,, naaaP   11

1

1

0

1 ,,, naaaP 



多边形相似函数

● 多边形相似函数：对应角相同和对应边

成比例的程度。

● 对于两个多边形，注意到如果由对应的

角和形成该角的两条边组成的三角形相

似，则这两个多边形相似。因此我们可

以用这些三角形来定义相似函数。

26

0
1a

1
1a

0
0a

1
0a

0
2a

1
2a

1
1e

1
2e

1
0e

0
0e

0
1e 0

2e

两个相似三角形



多边形相似函数: 三角形的相似函数

● 若这两个三角形相似，则 , 且

● 若它们不完全相似， 则 , 且

● 多边形的相似程度依赖于这种不同的程度。因此我

们可根据这种不同来定义三角形的相似函数：

其中 ，且 。可设
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该相似函数具有以下性质：

■ 0=<simt< <=1

■ 如果两个三角形相似，则

simt=1;

■ 如果两个三角形较相似，则

simt较大;

■ 如果两个三角形有很大不同，

则simt较小 ; 



● 给定一顶点对应关系映射P0
P1，我们可以

利用三角形的相似函数来定义多边形P0和P1

的相似函数：

其中j=map(i),Ti
0和Tj

1为由多边形对应角ai
0和

aj
1以及它们相邻的边ei

0, ei+1
0和ej

1, ej+1
1组成

的三角形， simt (Ti
0,Tj

1 )为相应三角形的相

似函数。为了方便起见，我们把由多边形的

角和其相邻边组成的三角形称为多边形角。

函数Simp具有以下性质:

■ 0=<simp <=1;

■ 如果两个多边形相似， 则Simp=1;

■ 如果如果两个多边形较相似，则Simp较大;

■ 如果两个多边形有很大不同，则Simp较小 ;
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模糊集

● 若把一个多边形看成一系列有序的多边形顶点，则对于相同的多边形，取不

同的顶点为起始点，我们可以得到多个多边形。不妨设多边形的顶点按顺时

针方向排列。

● 对于n个顶点的多边形，可得到n个多边形。例如，对于目标多边形P1，我们

可以得到n+1个多边形 ，其中：

● 给定源多边形P0 ，多边形集P1,i 和多边形相似函数Simp构成了模糊集P=<x, 

Simp >。属于该集合的多边形X 和P0的相似程度为Simp (P0, X )。
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图论求解方法

● 应用模糊数学技术，建立多边形P0和P1的对应关系问题转化成为在模糊集中寻

找多边形P，使得相应的隶属函数值最大。

● Zhang采用了一种基于图论的方法来求解。

● 给定多边形 和 ， ；每对对应多边

形角的模糊相似度可由节点数为(m+2) ╳ (n+2)的图G[(m+2), (n+2)]来表示，其

中 G[i, j]表示多边形角ai
0和aj

1的模糊相似程度,                                            ,

,

● 我们称这样的图为模糊相似图。
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路径

● 在相似图中，一条路径的代价(cost)为该路径中每个节点相似度的和。

● Zhang发现，如果P0中的每个顶点只对应于P1中的一个顶点时，得到的结果较

好（假设 P0 的顶点数m>=n）。

● 这意味着在相似图中，不允许有向“北”、“南”的跨步，只允许“东”或“

东北”的跨步。这样得到的路径称为是一条合法的路径。如果路径上的节点表

示了多边形的顶点对应关系，则称该路径是完全的路径。

● 因此，使相似函数最大的两多边形顶点对应关系问题转化成为在模糊相似图中

寻找一条最长的合法、完全的路径问题。
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图论求解方法

● 为了利用标准的图论算法，我们考虑图G的余图G-1，其中图G -1中的元素为
G-1[i, j]=1- G [i, j];

● 显然，在图G中寻找最长合法路径问题变成了在图G -1中寻找最短的合法路
径问题。

● 给定图G -1中初始节点[i1, j1]和终止节点[i2, j2] ，我们可用标准的图论算法来
决定连接这两个节点的最短合法路径。

● 初始和终止节点可由一对对应多边形角来给出。例如，如果我们已知a0
0对

应于a0
1 ，则初始和终止节点为[0, 0]和[m+1, n+1] ;

● 如果没有一对多边形角的对应关系是已知的，则我们可以让P0中的a0
0对应

于P1中的ai
1 ，i=0,1,2, …, n
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仿射变换的选取

● Zhang的方法首先需求得一把源多边形变换到目标多边形的好的仿射变换。

● 我们知道三对顶点决定了一个唯一的仿射变换。给定两个多边形，所有三对对

应多边形顶点决定了一个仿射变换集。

● 为了选择一个好的仿射变换，考虑由上述仿射变换构成的模糊仿射变换集

T=<y, smootht>，其中仿射变换函数smootht表示把源多边形光滑过渡到目标多

边形的“好坏”程度。

● 我们的策略: 基于一对对应多边形角的好坏函数smootha来决定smootht 。

34



仿射变换的选取
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仿射变换的选取

● 给定一对对应角ai
0和aj

1，我们考虑对应三角形的如下因素来决定smootha ：

1. 三角形 和 在形状和大小上的相似程度S；

2. 把Ti
0变换为Tj

1所需的最小旋转角R。它可由三角形的顶点来求得。

3. 两个三角形的面积之和与两个多边形面积之和之比A。

36

0

1

00

1

0

 iiii aaaT
1

1

11

1

1

 jjjj aaaT

2 2
0 1 0 1

0 0
1 22

0 1

0

1 2 1 2

(1 ) (1 )
180

0 , 1, 1, .5.

i i i i

i i

i i

i

e e a a

S w w

e e

w w w w

 



 

     



   

 



它们的缺省值都是0

 

0
ia

0
1ia

0
1ia

0
1e

0
0e

0
2e

1
1e

1
0e

1
2e

1
ja

1
1ja

1
1ja

一对对应的多边形角



仿射变换的选取

● 因为顶点 和 用来构成下面我们要讨论的插值过程中所

需的局部坐标系，所以 的大小必须落于[0, 180]范围之内。

● 考虑到这个因素，当上述条件不满足时，我们把smootha置为0；否则，我们

用S, R和A来决定smootha :
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仿射变换的选取

● 给定三对对应角 ， 和 ，定义对应仿射变换的“好坏”函

数为：

● 在模糊仿射变换集中“好坏”函数最大的仿射变换，即为我们所选取的好的仿

射变换（三对对应顶点）。

● 注意，这样决定的三对对应顶点并不需要是相邻的。
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仿射变换的插值

● 现在讨论仿射变换的插值问题。采用齐次矩阵表示，一个仿射变换可写成如下
形式：

在几何变换中，T为平移向量，而A为表示旋转、比例缩放和剪切变换的复合
变换。

● 插值仿射变换的的一个方法是线性插值复合旋转矩阵和平移向量，即

和 ，其中0≤t ≤ 1。
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仿射变换的插值

● 但线性插值并不能得到光滑的变换。为了得到更流畅的结果，我们把矩阵A分

解成如下形式：

其中B为一纯粹的旋转矩阵。

● 给定矩阵A，矩阵B和C的计算方法如下: 
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仿射变换的插值

● 由于B为一纯粹的旋转矩阵，可把它写成

的形式。从而我们得到一更流畅的复合矩阵插值公式：

● 该方法使显式插值多边形的方向成为可能。
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计算中间帧多边形

● 现在我们讨论怎样把中间帧的仿射变换应用于源多边形P0，从而得到中

间帧的多边形。

● 在仿射变换的选取中，我们得到了源多边形和目标多边形的三对对应顶

点:                                ,它们构成了这两个多边形的局部坐标系。

● 设 为源多边形和目标多边形上的点，它们在相应局部坐标系上的

规范化局部坐标分别为(u1, v1) 和 (u2, v2) ，则

● 给定顶点 X1, X2, (u1, v1) 和 (u2, v2) ，很容易根据上述方程组求得。
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中间帧局部坐标系的插值
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计算中间帧多边形

● 为了计算顶点X1和X2的插值点X，我们根据前面所述的方法插值得到中间帧的

仿射变换，并把它作用于顶点A1，B1和C1来生成三个中间帧顶点A，B和C 。

● 取X点的规范化局部坐标(u, v)为(u1,v1)和(u2,v2) 的线性插值，即：

● 从而得到插值点X的位置，

● 把上述方法应用到多边形的所有顶点对，我们得到给定多边形的中间帧多边

形。这种插值方法可处理包括平移、旋转、比例缩放和剪切变换在内的所有

的仿射变换。
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More 2D Shape Blending DEMO
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进一步读的论文

Alexa, M., Cohen-Or, D., & Levin, D. (2000, July). As-rigid-as-possible shape interpolation. In Proceedings of the 

27th annual conference on Computer graphics and interactive techniques (pp. 157-164).

Transformations of a single triangle. (a) Linear vertex

interpolation. (b-d) An affine map from the source to

the target triangle is computed and factored into

rotational and scale-shear parts. Intermediate

triangles are constructed by linearly interpolating the

angle(s) of rotation, the scaling factors, and the shear

parameter. (b) corresponds to Equation 4; (c) shows

the results of reducing the overall angle of (b) by

subtracting 2PI from one of the angles; (d)

correspondsto Equation 5 and represents the method

of our choice. The last column in all rows shows plots

of the vertex paths.



总结

● 2D Shape Blending 是传统关键帧角动

画设计中经常碰到的问题，可节约动画

师设计中间帧的工作量。

● 局限性：自动计算得到的结果不一定是

动画师所需要的。
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The End


