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基于GPU和区间分析的隐式曲面绘制和网格化
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摘要：为了通过并行化技术提高隐式曲面绘制和网格化的速度，提出一种基于GPU并行计算架构的区间分析方

法来网格化和绘制隐式曲面．首先按照给定的绘制分辨率将绘制空间离散成体素表示，充分利用GPU的并行计算

能力，采取Ⅸ间分析方法并行计算隐函数在所有体素上的取值区间，从而确定出包含隐函数零等值面的特征体索；

进一步，抽取特征体素的外表面对其进行拓扑校正，确保得到的网格是二维流形f然后使用Laplace操作对这个网格

进行光滑处理，得到隐式曲面的网格表示．大量实验结果表明，隐式曲面的网格化和绘制时间一般小于O．1 s，达到了

实时化的水平．
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Abst髓ct：Implicit surface has a simple expression，and meets the smoothness requirements naturally．

However，rendering implicit surface is computationally complex and inefficient． More importantly，it

is difficult to control and adjust the shape of the implicit surface．Therefore，the modeling technology

of implicit surface is far from being practical． To overcome these deficiencies，this paper presents an

interval analysis method for rendering and polygonizing implicit surfaces based on GPU parallel

computing architecture，which greatly improves the computational efnciency and rende“ng speed． The

method first divides the rendering—space into voxels with a given resolution． Then， taking full

advantage of GPU’s parallel computing ability， the algorithm uses an intervaI analysis method to

compute the range of implicit function in eVery Voxel in parallel to find the feature—Voxels which contain

the zero—isosurface of the implicit function． Next，we extract the outer surface of feature—voxels，and

handle it with topology—correction operations to ensure that the mesh is two．dimensional manifold；at

last，using Laplace operation to smooth the mesh， we get the mesh representation of the implicit

surface． A large number of experiments have been done， and the results show that the time of the

imp“cit surface rendering and mesh smoothing are usually in minisecond magnitude which achieves the

real—time level．
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隐式曲面。特别是多项式形式表示的代数曲面，

其表达形式简单，可以方便地判定点与隐式曲面的

相对位置，而且曲面的光滑性自然满足；不仅如此，

隐式曲面还便于表示复杂拓扑曲面，并且易于改变

曲面的拓扑结构．但是，隐式曲面的绘制比较复杂，

难以直观地控制和调整曲面的形状．此外，与

NURBS曲面类似，隐式曲面之间求交同样存在数

值不稳定的问题．因此，除一些特殊形式的隐式曲面

在计算机动画领域得以应用，如Metaball(元球)方

法，一般的隐式曲面造型方法还远未进入实用领域．

由于隐式曲面的绘制较复杂，使得高质量的绘

制难以实时化。目前，对隐式曲面的直接绘制方法主

要采用基于光线投射算法，从屏幕的每一个像素发

射一条光线到隐式曲面上，通过计算并显示这条光

线与隐式曲面的最近交点，在屏幕上绘制出这张隐

式曲面的可见部分．对于一些特殊类型的隐式曲面，

Kalra等[1]设计了一种算法，保证能找到投射光线

和隐式曲面的最近交点．Hart发明了Spheretracing

技术对隐式曲面进行高效绘制[2]．最近，Gamito

等[33提出一种渐进式算法来绘制满足Lipschitz连

续条件的隐式曲面．有关基于光线投射算法绘制隐

式曲面的方法可参考文献[3]．

为计算光线与隐式曲面的交点，Mitchell引入

了区间算术方法[4]．对于一个给定的区间，区间算术

可以计算出函数在这个区间取值的范围．区间算术

最初用于在数值计算中控制误差传播[5]，由于其计

算可靠性，被广泛应用于计算机图形学【6]．但是，经

典的区间算术对于区间界的估计过于保守．仿射算

术是区间算术的一种改进，它的计算效率更高，计算

更精确L7j．进一步，仿射算术被表示成矩阵形式，称

为矩阵形式的仿射算术，提高了计算精度[8曲]．不同

于光线投射方法，利用区间和仿射算术可以确定出

所有与隐式曲面相交的体素，通过绘制这些体素可

以达到绘制隐式曲面的目的．Shou等[1舡n]利用矩阵

形式(张量形式)的仿射算术和四(八)叉树搜索算法

确定出与代数曲线曲面相交的特征体素，从而达到

绘制隐式曲线曲面的目的．

另一种间接绘制隐式曲面的方法是首先将隐式

曲面网格化，然后显示这个网格，以实现对隐式曲面

的绘制．不仅如此，更为重要的是，由于隐式曲面的

几何形状难以控制，隐式曲面网格化是获取隐式曲

面的几何形状，并对其进行控制和操作的有效手段．

隐式曲面网格化方法一般可以分为曲面追踪方法、

铺嵌方法、基于Morse理论的方法和Delaunay细化

方法4类．曲面追踪方法从一个种子点开始，依次计

算隐式曲面上相邻的点，将它们连成网格[12。14]，该方

法得到的隐式曲面网格的完整性取决于种子点的选

取，如果隐式曲面有多个分支，这种方法难以获得曲

面的全部分支．基于铺嵌的方法首先将隐式曲面所

在空间体素化，然后计算与隐式曲面相交的体素单

元，最后从这些单元中抽取等值面片来近似表示隐

式曲面．著名的Marching Cube方法就属于这一

类[15|．虽然这种方法效率高并易于实现，但是它生

成的网格模型存在很多缺点，比如拓扑歧义性、难于

表示尖锐边等．近几十年来，研究人员做了很多努

力，使铺嵌方法生成的网格不仅可以表示尖锐的

边u引，还消除其拓扑歧义性[17。1引．此外，网格的质量

也可以用后处理方法来提高，比如面片抽取【l引、重

新网格化【20。213等．第三类方法根据Morse理论，通

过计算隐式方程的level sets，并在关键点处改变拓

扑结构．Stander等提出的方法可以使生成的网格同

胚于原始隐式曲面，但是没有严格证明【22|．在假定

所有的拓扑关键点已知的前提下，文献[23]方法可

以保证生成的网格是ISOtropic各向同性的．在一

定的假设条件下，Delaunay细化方法可以生成拓扑

正确的网格口4。2引．

本文算法首先利用张量形式的仿射算术和区间

泰勒模型L261确定与隐式曲面相交的体素，称为特征

体素．传统的方法[1妇是利用八叉树搜索算法对与隐

式曲面相交的子空间进行递归分割来确定包含隐式

曲面的体素，计算效率低．本文算法利用GPU的并

行计算能力首先将隐式曲面所在空间体素化，然后

利用张量形式的仿射算术和区间泰勒模型，在GPU

上并行计算隐式曲面在这些体素的取值范围，确定

出特征体素，极大提高了计算效率，计算时间从几

秒、几百秒缩短到零点几秒，提高了几十到几百倍．

特征体素的外表面是对隐式曲面的近似，对其进行

Laplace光滑操作后可以得到光滑的网格曲面．本文

设计的特征体素外表面抽取算法保证得到的网格曲

面是二维流形，不存在拓扑歧义性．另外，区间分析

的性质使生成的网格曲面不会丢失隐式曲面的任何

分支．

1 区间分析及其GPU实现

本节首先简要介绍张量形式的仿射算术和一阶

区间泰勒模型，然后详细叙述它们的GPU实现算

法．关于张量形式仿射算法以及区间泰勒模型的详
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勘5(叠+苎)／2，蛳一(歹+芝)／2，孙2(乏+兰)／2，

％：j(：)z∥工i，i≤J，i：。，。，⋯，疗，歹一。，。，⋯，以，
【o，i>j，

q：j(；)yPy‰≥_一叭，⋯，枷：㈨，⋯m
【o，i<J，

丸一』(》1小i≤几i一叫，⋯以j：叭，⋯以
【o，i>．，，

，(互，多，三)一∑∑∑G啦s■叠：；
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帚=G。。。+妻(篙。I’之名：嘉偶数)+
骞毫{志。I’皇崔嚣}+
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￡一+客{={=能嚣数}+

骞毫{={=譬■淼)+
骞薹塞{={艺篙：?篇)(2)

1．2一阶区间泰勒模型

对于一般的隐式曲面，比如超越方程定义的曲

面，可以采用区间泰勒模型进行区间分析．假设解析

函数，(z，y，z)在区间D=[s，j]×[y，歹]×[曼，i]

具有一阶连续偏导数，将厂(z，3，，2)在区间n的中

心点(z。，灿，z。)处零阶泰勒展开得

，(z，y，z)=厂(zo，帅，zo)+(z—zo)厶(如，e，，e。)+

(y一蛳)‘(如，ey，e：)+(z—zo)^(如，旬，￡：)；

蕾+z 孓+y 乏+艺
其中，zo=—百-二，yo=—百_二，名。一—百二，￡。∈[z，孟]，

e，∈[y，刃，e。∈[兰，习．

估计出函数，(z，y，z)的3个一阶偏导数

厶(z，y，z)，厶(z，y，z)和正(z，y，z)在区间n上的

取值范围B：，B，和B。后，函数厂(z，y，z)在区间力

的取值范围可以表示为

[F，F]一厂(z。，y。，z。)+矗B。+肥，+鹏。(3)

其中，

Z—Z

^一[篓，司一z。一1『[一1，1]，
≯一'

惫=[y，夕]一yo一—百一=[一1，1]，
一 厶

君一z
Z=[z，习一zo=—i_二[一1，1]．

厶

式(3)称为一阶区间泰勒模型．

1．3基于GPU的并行绘制算法

基于CPU实现的区间分析方法绘制隐式曲面

是通过八叉树递归细分算法进行的[11。．首先计算函

数在整个定义域上的取值区间，如果这个区间包含

零值，将其细分为8个子体素，计算函数在这些子体

素上的取值区间，并确定出包含零值的体素，称为特

征体素．不断细分特征体素，直到达到一定的精度．

由于这种算法递归进行，效率很低，绘制一张隐式曲

面至少需要几分钟，甚至几个小时．

本文算法利用GPU的并行计算能力来提高区

间分析方法绘制隐式曲面的速度，其基本思想是：对

于隐式曲面所在的绘制空间，按照给定分辨率将其

细分成体素表示；若曲面方程是多项式方程，将其转

化成张量形式的仿射算术，根据式(1)(2)计算出多

项式在每个体素上的取值区间；若曲面方程是超越
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方程．则采川阶IiM桊羊Jj摸制．撤挂j式(3)汁算超

越荫敷存每个体索的取值区间值褂指m的是，仆算

甬数在所柏体素的取位MM是在t，Pu计葬架构下

片行宴现的．浚槊掏提供多膳次的众多线程用于完

墟并行计算任务．为每个体索的il算任箭分配一组

线程．每维线程升行f．作．由此nI以M时}I算函数在

每个体索的取值R问．从而扳大地提高计算效率，缩

短计算时问若晒敬在某个体索L的取位区间包含

零值．刚这个体索为特征体索+所有的特征体索构成

门口隐式曲而的一个逼近出币．如圈l所示

函 霹
a#Ⅱ*t^々 b mm口∞*Ⅱ镕t*#m

嘲l 嵌示m曲而的特Ⅱ悼索难台＆Jl*＆Ⅲ∞抽取干¨＆m

算法i．甚于GPu宜现的区间分析方法绘制

隐式曲面

辖入．函散J，绘制审问n，绘审5分辨啐‘T=

N，×N，×N．

输m j6I近路式曲面的特征体索集合．

sL。pl将绘制i问n按肌舟辩警N．×N，×N．Ⅻn＆

傩索丧i若曲Ⅲ^R2事项式☆R．执{f slcp2t若曲Ⅲ月

月硅目#宵#-转sttp3

sttp2根据式(¨(2)井打计算m多m式#*#悻素t11

的取值托旧缩定个目值K．没多目式的系微《胖^的阶

教为”×m×f若"．m．f鼎十太十K．蝌为每个体絮的矩酢

计算任务分E十线《．☆划为舒十傩案的**11算任务分

R—m线程．川f优化m目乘法Ⅻm 2*“．目口矩阵^b

《腓B相泵．站氍《醉为c木Z将}1算任务划分成若i’十

KxK于艇阵∞秉☆．FⅢ陴c5、*m矩阵^自《卧口中∞m

乜郭分棚泉得到．B一步⋯一十lI算墁程执行．每十千m阵

计算鳢Ⅸ揶尼棚Ⅱa^、并行执{r的

Ⅲ2《阵难*n解

№rpj^兜估计辖^m觳，f r．y．：)∞l十 阶∞*敦

，，t，．y，=)t，。(f．，，：)自，．(』．，‘，舟指定H BIJ|：岫Ⅸ忻K

闻B，B，ⅫH．．热B．根据戒(3)计谇*数冉m“仆$j∞

取值K蚵斯每十体索∞“■仟并升M一十％H．*打地程

计行执行

steH若m教r在某十怍誉巾的取帆MME青{值

则此体紊为特Ⅱ悻案．标E为u-H样．将琅值K问“包含t

觳或鲍数∞体棠分圳标记为l和一1．t样可得创Ⅲm隐式

曲面，(』．，，。'一O的特征体隶荤台＆JE内外体索粜台

2隐式曲面的网格化

由算法¨q到的特征体索槊台构成r隐式曲面

的一个逼近．同时也确定r隐式曲而的内部体素整合

和外部体素颦合为r得到隐式曲面的网格丧斫，本

文抽取特征体索架合的外表面．也就是外体京集台和

特征体豢船台的交释面作为隐式曲面的网格击爪

然而，特{_E体素的外戒匝升不定星二维漉彤．

为了确保隐式曲面嗍格化的拓扑正确性．在抽取同

格时必钡消除特征体素之问舶非流彤连接情况．如

舟3所示．特征体索之fHJ的IE漉形连接分为2种情

况，如闭3 h所不的边连接和如图3(所示的点连接

2种情况

鼢期因
移≤
a1}**n《女∞ b n《《 c^《镕

日3特征体章∞非馥彤孽接

下而分情况详细介绍如何判定特征件索之间的

作流彤连接 十怔意特征体索帆最多打6十面

邻接的特征体素，有12个边邻接特征体素．有8个

点邻接的特征体索：它们纰成一十以m。为中心．边

长为3个单位长度的立斤体对过27十特征体索分

层编号．按照y轴正方向分膳．依次为bol层．mId

层和top层t每层的编哮姐囝4所示．

田园圜
啪椰d kl

8Ⅱg#●*目 b+Ⅻ*t■≈ c EⅨ##*H

Ⅲ4特觚体幕m c＆藕相邻体素的分拦∞B

首先计算呵特征体索m面部接的特征怍索的

数量．根据这个散量分为6种情况．每种情况下非流

团掣．≥
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形吐接辉n打特定的夺问分布特{lE所冉的相邻特

征体摩的审问分布情M．在旋转变换F等价j‘下述

的6种情况

I)若m打6个面邻接的特征体幂．则Ⅲ。的6

个师部年会成为曲碰的外表面．蹦此不会造成非流

彤建接

2)如图4所示．井m。有5个而邻接的特{lE体

索．划帆有·十而(汜为面(’)楚外袁血或者内嵌
面娃没血f是外是丽．井设这on缺少的面邻棱特

征体索是r⋯若f、位蹬存在特征体索．，’f能会造成

与帆的点连接．以z!；乏与m=川．的特征体索边连接
2种非漉形连接水义将这种点连接f『I边连接同时

存在的情彤体为戈联存在在戈联存在下．消脒丁边

连接就一定町消除点吐接：匣之f然吣此奉文提出

判定非漉彤连接优先绒的概念．认为边连接的优先

级高r点连接即、q点连接和边连接戈联仃在时忽

略点连接造成小{J：c彤的情况．考虑边连接造成非漉

彤矗接的情况奉铡中．辑时忽略f．和Ⅲ造成非洫

形连接的可能性斟为’’以帆或肌为，}，心体著}进

行非施形j生接削断lI寸会得创诉确的判断同理_¨，p

接和岫t层的1．6．8化置的体索造成非流彤连接的

”r能忭也被暂时忽|}}，它们的毪接情况会在后续操

作中削断庄这种情况F算法杆时认为它们不会遗

成非il；c形畦接

x)w官1个而邻接的特征傩豢时有!神分m情

况 -种是有2对而州邻的特{I|=体豢．另 种是5{冉1

时掰棚祁特征体带第一种分布情况知嗍5 a所折．‘I

巩而村I邻的特钶：体索是胩洲，m删、(圆心所爪)根

据州宅优先缎的娘州暂Hf忽略‘印屉和吣1膳的1．3，

6，8位趾造成非流形建挂的町能性鼹然．其他俸翥不

会造成怍漉形连接” 种分布情况分布如图5b所

示．与批面相邻的址m。．帆Ⅲ，，，。位置的特征体豢．
而6．位置的特征体裳会造成非漉形连接

圈田圈
Ⅻd lO口 wd

8 2m々Ⅷ∞#E*{ b¨}■Ⅻ∞％Ⅱ#R

H。特Ⅱ*索嘶n 4十m讳接特缸体*日t的2#d挂情M

¨m有3个血邻接的特征体翥时有2种审问

分如情况．如削6 a所小．第一种情况只有l对与胁．

面丰打郐帕特征体索．醴与m面栩邻曲特征体索为

恍洲．¨特征体紊f。．6．会造成非漉肜吐接．如
图6 b所硝．第二种情况没有成对的面邻接特征体

索．设与Ⅲ．血Hi邻的特征体索是恍．牡．，．州特
秆{奉紊6：．^．．6．巾}。全磕成非流形连接

露囡圈
m“ 啪，md

1替；韶翟‘”8
6 24““”8”“4‘

日6特Ⅱ体窜胁有3十ml邻接特Ⅲ悼麝时∞?种4括情况

j)“j胁，有2十而相邻的特征催索，有2种窄

问分布情况第种情况是存J￡l埘～肌面相邻
的特征体索．如罔7 8所示．与m。商相邻的特征体

素蛙帆．m．此时．特征体泉^．．，．一．．f会造成非
谳形连接；另一十P情况是面桐邻的特征捧莴}不成埘．

如蹦¨所玳．与Ⅲ面啊i邻的特征体隶兕眦．m s特

觚体索良．6．．札．，．．f．．，。．眠金造成非流彤连接

圈圈
rTud mld

a l目j“o自#日**镕t b自*≈#Ⅱ##{＆目

m 7特Ⅱ体索m有2十Ⅲ邻接特缸体紊时的2种连接情赳

6)与m只耵】十面桶邻的特征体索Hf．假澄是

一，．适时有1 1个他置的特征催襄台造成m流形连接，

分别是^。．^．^．^【，h．f，f．f．．f1．f¨卅I和m6

在发现特征l奉索的m流肜连接后．分别采取2

种斤浊进行拓扑桎JE并存在特征件桊边j芏接情况．

需要在2十特征体索之州补充个特征体亲．使之

成为而j生接．ilI蹦8 a昕不；若存在特征体索点i主接

情况．在{ii扑结}句l：采取点分离措施．使点连接的2

个特征体索在拓扑结构上抒离开米．如嘲8 b所示

％+乍巴豳
a”A#∞镕| b*”"目

目8*∞m《镕∞拓扑Kt

经垃上述处理后．就能确保所抽取特征体索集

台的外袅咖足二维流形．然后坩其进行三角削分．采

用【^place平滑算法对其进行平滑处理丁““后．就

生成T逼近隐式曲而的-角屑1千}曲面蛳}车I l所qi．

时I a是特征体j}}集台．圈1l，就是抽取特征体索集

合外表嘶．井光滑后的一：角阿格曲面
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3实验结果与讨论

计算n№m☆11’Ⅲ％毕々撮

本文算法L经在vc丌站王{：境下实现．找们进

行r人世的变驻弹序的运行环境为Intel cofe2

QⅢI{1 0Pu Q9400．2 66(；¨z(’11¨；{GB内存：

NVIDlA(¨rnr¨GTX 26f)硅#

下面展爪9个隐式肼【fii舯j丘似=角阿梏曲面表

不-其中时6个为代数帅而．后3个为超越方程定义

的隐式曲面．埘所有隐式帅而的绘制分辨率为128×

128×l 28

为丁说叫GPu吏脱的R问分析方法绘制隐式

曲面的敛率．我“J在表】cI，比较r区间分折方法绘

制隐式曲面算法分别癌丁nPu晕¨cPu实现的运行

时间．以及圯滑一角网格所需时间可以看出．(、P LJ

绘制时州从几秒钟到几分钟不等．1nJ(，Pu绘制时间

部在零点几秒这个数撤级时问差¨『比最大的第2

个例于，(；11u用时o 1 99 s．cPu H{时K达

l()8 093 s．时川缩艇r 5d3侪

^I肆式自面a1J#GHJ％“时目“Ⅱ日格**目目№较

为r绘制m更精确的曲丽模制．·种直接彳『效

的方法是选取较高的绘制分辨牢．但是同时会带来

敢率降低的问题实际I．，在较高的分辨率下，绘制

空问巾的特征体素数世只lI仝酃体索教最的较小比

例．日此可以埘摩函技祚娜个体索奄问tp的取优进

行预估．排除叫娃不包含曲面柏体索(非特征体索)

然后采取本文算法确定特征体索问时．引埘小同的

曲面方程动态渊整计算贷源的分配方式，比女n高次

幂的曲面^程往每个体索审问内纳计算蚺较大f需

要处理的矩阵规模柙应增凡)，可以适当降低全局的

外行性．增大每个体索内计算fT劳的并行性．为每十

体索的计算任务分配更多的线程而埘低献幂的曲

*23毪

听打挫则丰H反-增加令¨的外行忡．碱少每个体索的

计算线枉．Jf：行宠成更多的体素zf掉任井

为丁比鞍M格光渐阿后舶网格埘隐式曲面的

逼近程度．术文引进r 2个误苊值： 个址，r均半^

i是差．定义为

∑，(n啪．≈)
F 2二—i————————一：”

片个为最人值议差．定义为

r．⋯{I，(，．．y．．z．)}
苴中”为i角网格的赝点数袁2所示为光滑前后

的避差数据．uf“看fI：，网格光}件骑后这2个谌箍值

的变化不大

i 2目格**前5∞}日}^#*自§★僵4*∞＆#

下面}fim臆式曲面的方程的例于

倒1．6J。 0 6T 67y一2 4y+12J#+0 lB=

o．绘制奄问山[一1．1：×一1．1 J×L 1．】i．是描述

阿张双曲丽的2趺多项式方挫．如l刊l所示

倒2．一，+，z。+，z’}，y==o．绘制卒川为

：o 5．o 5J×[～o 5．0_5]×[o．5．()．5 J．是描述
s⋯⋯’s Roman曲面的4趺多项式方程，如嘲9
所不

目9 s oeIner kn⋯‰mI

例3．60T‘一30— 1 2¨‘J一2I，2+36』

2zy=o，绘制空间为[一1．】j×[ 1．1]×[

1．是一个4次多项式方程．如图1，)所币
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旃5期 毒田．荨z基f cPuⅫⅨ目H*的臆式∞m媸目n目镕m

北教曲《

为[一5．5]×

突变的3次多

Ⅲl】 #《女月#尖A％《∞代&＆Ⅲ

倒5．T4+一+z。+l (一}y2+，+一y2+

=2，+，一)一o．绘制空问为[一2，2]×[一2．2]×

[ 2．2]．足描述Quadruple KI删mer曲面的4执多

项吱^程．如鲥12所示

倒6．未一，+2p 2z“。器"2fy一

221y+等，一2zy2+2一，一2y1+y4=o一绘制窄

料憋燃
“‰籼i|《渺

∞虹=o．绘雠窄同为[～n]×[-⋯]×[。⋯]
是描述“⋯d曲面的超越靠器．如图14所示

倒8．

制审『日J为

GyroId曲

倒9．

Ⅱj×LⅡ

超越宵程

4结 论

目16＆h⋯z r∞“

本文捉m了一种甚于(--’u芟现的耳1J用K问分

折方法绘制臆式曲向井时其弼棒化的算法．根据{弁

硭的绘制分辨半，片先将绘制空问离敲戚体索是示．

然后利用GPu升行计算能力同时计算隐函数在各个

体索的取值范嗣．从而确定m乜禽隐甬数零等值丽

的特征体索Gru的并行计算能力极大地摊岛r绘

制效率．使绘制时问缩短r几I‘倍到几百倍进一班．

髯燕囊器◇

叫簿镶．|
#4_韩自．Z
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本文设计的网格抽取算法在抽取特征体素集合外表

面的同时，保证得到的网格曲面是二维流形，对这个

网格曲面光滑处理后就生成了隐式曲面的近似网格

表示．大量实验表明，基于本文算法的隐式曲面绘制

和网格光滑的运行时间都在零点几秒数量级，达到

了实时化．这为快速绘制隐式曲面和生成它的网格

表示提供了可能，有利于促进隐式曲面造型技术早

日进入实用领域．
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