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平面 n 边域上高品质四边网格生成方法 
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摘  要: 在有限元分析中, 四边网格比三角网格更难以生成, 特别是在具有复杂形状和拓扑结构的平面域上. 为此, 

基于几何迭代算法, 提出一种在形状复杂和高亏格的 n 边平面域上生成高质量四边网格的方法, 并保证生成的四边

网格不自交. 该方法以自适应像素化离散技术生成的四边网格作为初始网格, 网格边界迭代拟合至给定的平面区域

边界, 其中每次边界迭代后, 通过分层的 Laplace 算子改变内部顶点的位置; 在迭代过程中, 网格顶点的移动都受到

限制, 保证生成的网格严格不自交. 最后通过实验验证了文中算法的效率和有效性.  
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Jian Qun1), Lin Hongwei1,2)*, Cao Qi1), and Lu Xingjiang1) 
1) (School of Mathematical Science, Zhejiang University, Hangzhou  310027) 
2) (State Key Laboratory of CAD&CG, Zhejiang University, Hangzhou  310058) 

Abstract: In finite element analysis, the generation of quadrilateral (quad) meshes is harder than that of triangular 

meshes, especially on planar regions with complicated shape and topology structure. In this paper, we developed 

an iterative method to produce quad meshes on n-sided connected planar regions with complicated geometric 

shape and high genus, and the generated quad mesh is guaranteed to be non-self-overlapping. Starting with an ini-

tial quad mesh, which is constructed by adaptive pixelization, the boundary of the quad mesh is iteratively fitted 

to the boundary of the given planar region. After each iteration of the boundary, the positions of inner vertices are 

changed by the layered Laplace operation. Finally, the quad mesh is generated by further optimizations. In the it-

erations, the movements of the mesh vertices are restricted so that the produced quad mesh is guaranteed to be 

strictly non-self-overlapping. Lots of examples presented in this paper show the efficiency and effectiveness of 

the developed method. 
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在有限元分析中, 对于相同的网格顶点, 四边

网格的计算误差要小于三角形网格. 因此, 四边网

格比三角形网格更理想. 但是, 四边网格的生成却

比三角形网格难得多, 特别是对于 n 边平面区域
(n≠4). 

目前 , 虽然在有限元和相关领域中已有很多

生成四边网格的方法, 但只有很少一部分能在 n边
平面域上生成四边网格(n≠4). Gregory 曲面片映

射方法(gregory patch mapping, GPM)[1], 首先构造
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一个Gregory曲面片去拟合一个 n边平面区域(n＞4), 

然后将 Gregory 曲面片的参数域上的参数网格映

射到 n边区域, 形成一个结构网格. 然而, GPM方

法只能处理亏格为 0的 n边平面区域; 甚至, 由于

生成的结构网格的不自交性质是由数值优化过程

保证的 , 所以当数值优化过程在某些特殊情况下

失效时 , 该方法在这些特殊情况下不能生成不自

交网格 [1]. 另一方面 , 间接方法通常是用前沿技 

术[2-3]把一个三角网格转换成四边网格, 然而这些

方法不仅容易遗留孤立的三角形 , 而且生成的四

边网格的质量严重依赖于原始三角网格 . 还有一

些其他方法首先把 n边区域(n＞4)分割成一些小四

边区域, 然后在每一小四边域上构造结构网格[4-5]. 

但是, n边区域(n＞4)的分割也不是一件很容易的事. 

基于几何迭代算法, 本文提出了一种在 n边区
域中生成有质量保证的四边网格的方法 . 给定一

个 n 边平面区域, 首先采用像素化技术将区域离散, 

生成一个初始的四边网格 . 在进行自适应调整之

后, 初始四边网格的边界迭代拟合至 n边区域的边
界. 在每步迭代后, 通过 Laplace 光滑算子将四边

网格边界顶点的移动扩散到网格内部顶点 . 在以

上 2 个步骤中, 顶点的移动限制在可行域中, 以保

证网格的不自交性质. 当网格边界和 n边区域边界
之间的误差达到给定精度时, 迭代结束. 本文方法

能处理带有复杂形状和复杂拓扑结构(高亏格)的 n
边平面区域; 生成的四边网格的质量有保证的, 如

严格不自交; 在大多数顶点中, 网格是正交的或接

近正交的. 

1  相关工作 

如上所述 , 大多数四边网格生成方法都聚焦

于四边域(n=4)上的网格生成. 这些方法大致可以

分为 2 类: 一类是基于偏微分方程的方法(partial 

differential equation, PDE)[6-14]; 另一类是基于边界

保持映射(boundary-con-forming mapping, BCM)的

方法[15-21]. 

基于 PDE 的方法首先在区域边界分布一些离

散点 , 然后通过求解一个椭圆型方程生成平面四

边域上的四边网格[6-7,9-10]. 这类方法生成网格的正

则性质和光滑性质受数值方法和控制函数的限

制 [8,11-14]. 一般来说, 基于 PDE的方法不能保证网

格的不自交性质. 此外, 由于只能用数值方法求解

椭圆 PDE, 且只能得到四边域离散点上的解, 会导

致基于 PDE 的方法运行较慢, 且只能产生离散的

四边网格. 有关更多基于 PDE 的网格生成方法 , 

见文献[22-23]. 

另一方面, 基于 BCM 的方法首先构造一个从

矩形参数域到四边平面域的连续映射 , 通过把矩

形参数域上的参数网格映射到四边域上 , 形成四

边网格[15-16]. 虽然基于 BCM 的方法一般都具有很

好的鲁棒性, 且易于实现, 但它们很难确保生成的

四边网格严格不自交 [20-21]. 这是因为确保不自交

性质等价于构造一个连续双射 , 验证连续映射的

双射性质涉及到一个复杂的高度非线性问题 . 另

外, 基于 BCM 的方法一般采用数值方法生成不自

交的四边网格, 但数值方法在某些情况下会失效. 

上面介绍的方法都是在四边平面域上生成四

边网格, 而在 n(n＞4)边平面域上生成四边网格比

较困难. 通常的方法需要首先将 n(n＞4)边平面域分

割成多个四边平面域[4-5], 然后在每个四边域上构

造四边网格. 但是区域分割也是一个困难的问题. 

也有些方法把三角网格转化成四边网格[2-3]. 另外, 

利用改进的铺设算法可以生成分布均匀的四边网

格[24]. 进一步, 基于 Q-Morph算法, 通过添加约束

条件可以提高网格的均匀性[25]. 最后, 虽然 GPM

方法[1]能直接在 n(n＞4)边平面域上生成四边网格, 

但它不能处理有洞的区域(亏格大于 0). 

2  本文方法概述 

给定一条平面闭曲线 , 它围成一个平面区域

D (如图 1a 所示), 本文用几何迭代算法生成四边

网格去填充这个区域 D . 几何迭代法的主要步骤

如下: 

Step1. 初始网格的生成. 由主成分分析 [26]构成区

域 D的包围盒, 通过像素化将其离散, 如图 1b所示; 然

后利用扫描转化方法 [27]处理 , 生成了一个均匀四边网

格. 这个四边网格经自适应剖分, 得到了如图 1c所示的

初始四边网格, 将它的边界多边形记为 pΓ . 

Step2. 边界曲线拟合 . 将有限步细分后的曲线当

作拟合的曲线, 将边界多边形 pΓ 作为初始控制多边形, 

利用几何迭代对区域 D的边界曲线进行拟合, 当达到拟

合精度时结束迭代, 如图 1d所示. 

Step3. 边界顶点移动的扩散 . 每次对边界多边形

pΓ 迭代后 , 边界多边形 pΓ 的顶点的移动通过分层

Laplace光滑算子扩散到四边网格的内部顶点. 

Step4. 网格优化. 几何迭代法停止后, 对生成的四

边网格的边界层进行 pillowing 操作 [28], 并利用

Mesquite[29]函数优化网格质量, 如图 1f所示. 
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a. 输入区域 D       b. 像素化离散区域 D  

    
c. 初始控制网格   d. 迭代结束后控制网格 

    
e. Catmull-Clark细分      f. 优化后网格 

图 1  生成四边网格的算法示意图 
 

3  几何迭代算法 

3.1  初始四边网格构造 
给定一个如图 2a 所示的平面闭曲线 Γ , 它包

围平面区域 D . 由主成分分析[26]构造区域 D的包
围盒, 这个包围盒被均匀像素化离散成四边网格. 

为了生成理想的结果 , 对不同的例子设置了不同

的像素尺寸. 

如图 2a 所示, 像素化将区域 D离散成像素集
合 . 与曲线 Γ 相交的像素称为特征像素 , 在区域

D内部的像素称为内部像素, 在区域 D外部的像
素称为外部像素. 在特征像素的边中, 那些与一个

外部像素和一个特征像素相邻的边 , 或者只和特

征像素相邻的边, 相互连接成边界多边形 pΓ . 若

某像素的边或者顶点在边界多边形 pΓ 上, 则称该

像素为边界像素. 注意到, 边界像素一定是特征像

素, 但特征像素不一定是边界像素, 如图 2a所示. 

在图 2a 中, 有些像素(黄色)是特征像素但不

是边界像素, 这使得边界多边形 pΓ 的形状与给定

的曲线 Γ 差异较大 . 为了使二者的形状接近 , 将

非边界像素的特征像素(黄色)自适应细化(如图 2a 

 
 

图 2  像素的自适应细化 

 
所示), 直到所有特征像素都变成边界像素(绿色) 

(如图 2c所示). 这样, 一个包围区域 D的四边网格
就构造出来了. 

此外, 这个四边网格的边界多边形 pΓ 需要进

一步调整, 使得它更接近于给定的曲线 Γ , 如图 3

所示. 具体来说, 考虑只有一个顶点在区域 D内, 

其他 3 个顶点在区域 D外的边界像素, 如图 3a 所

示 , 在区域 D 内的顶点记为 v , 在区域 D 外的顶
点记为 v . 从这样的一个边界像素开始(如图 3a所

示), 如果 v到曲线 Γ 的距离比 v到曲线 Γ 的距离
近, 则删除这个边界像素; 否则, 将其保留, 如图 

 

     
a. 边界调整前         b. 边界调整后 

图 3  调整边界多边形 pΓ  
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3a 所示. 这个调整操作迭代进行, 直到没有边界

像素被删除为止. 最后, 将这样生成的四边网格作

为初始四边网格 , 它的边界多边形作为初始边界

多边形 pΓ , 用来拟合给定的曲线 Γ , 如图 3b所示. 

3.2  边界曲线拟合 
本文中给定的曲线 Γ 可以是任何形式 , 如一

个点列、一条折线段, 或者一条解析曲线. 如果曲

线 Γ 是一条折线段或者解析曲线, 从它上面采样,

得到点列 

  , 0,1, ,iQ i m   (1) 

则该点列将会由边界多边形 pΓ 拟合. 

3.2.1  细分规则 

在边界曲线拟合算法中 , 拟合曲线取作边界

多边形 pΓ 经过有限次细分之后生成的曲线, 由此, 

填充平面 n边域的四边网格也要通过细分控制四边
网格同样次数之后得到. 特别地, 本文采用修改过

的 Catmull-Clark 细分规则[30]. 下面解释对边界多

边形 pΓ 进行细分的规则. 

在执行细分之前, 边界多边形 pΓ 的顶点根据

给定曲线 Γ的光滑性进行分类, 如图 4所示. 如果

Γ是一条光滑曲线, 则多边形 pΓ 的所有顶点定义

为光滑点; 否则, 如果曲线 Γ有尖点 p , 则多边形

pΓ 上最接近于 p的点 p , 被定义为 pΓ 上的尖点, 

其他点定义为光滑点. 
 

 
 

图 4  Γ 上尖点和 pΓ 上尖点之间的对应 

 

如图 4 所示, pΓ 上的尖点和 Γ上的尖点分别

将 pΓ 和 Γ 分成片段 . pΓ 上的尖点和 Γ 上的尖点

之间的对应关系使得 pΓ 和 Γ 上的片段相互对应 , 

且在接下来的迭代过程中被固定. 

边界多边形 pΓ 细分生成 2 种新的顶点: 一种

是边点 ,newiE , 与 pΓ 的每一条边相对应 ; 另一种

是顶点点 ,newiP , 与 pΓ 的每个顶点对应. 

由图 5可知, 每个边点的生成方式为 

  ,new ,old 1,old
1

2i i iE P P  . 

 
 

图 5  光滑点和尖点的细分规则 

 
如果 oldi,P 是光滑顶点(如图 5a 所示), 与之相

关的新顶点由 

  ,new ,new 1,new ,old
1

2
4i i i iP E E P    

生成. 另外, 如果 ,oldiP 是一个尖点(如图 5c 所示), 

新顶点 

 ,new ,oldi iP P . 

上述细分规则中的所有下标均为边界多边形

顶点个数取模后得到的. 

3.2.2  几何迭代算法及其收敛性 

本节介绍几何迭代算法, 并证明其收敛性. 

把初始边界多边形 pΓ 作为初始控制多边形 , 

即 (0)
pΓ Γ , 并假设当几何迭代算法迭代到第 k次时, 

第 k 次控制多边形为 ( )kΓ , 控制顶点为 ( ){ ,k
iP i   

0,1, , }n . 

生成第  +1k 控制多边形 ( 1)kΓ  的迭代步骤包

含矢量分配和矢量平均 2个过程, 如图 6所示. 下面

分别阐述. 

矢量分配. 记控制多边形 ( )kΓ 第 l次细分之后

的多边形为 ( )k
lγ , 顶点为 ( ){ }k

iG , 如图 6所示. 基于 



第 11 期 简  群, 等: 平面 n边域上高品质四边网格生成方法 1815 

 

     
      

 
 

图 6   从 ( )kΓ 生成 ( 1)kΓ  的迭代步骤 

 
细分规则可知 , ( )k

l 的每个顶点 ( )k
iG 是控制多边

形 ( )kΓ 的一些控制顶点的线性组合, 即 

 
0 1

( ) ( ) ( )( )
,0 ,1 , d

k k kk
i i i i di i iG c P c P c P     (2) 

其中, ,1 ,2 ,0, 0, , 0i i i dc c c   , 并且 ,
0

1
d

i j
j

c


 . 

对于式(1)中每个给定的数据点 iQ , 根据点的位

置坐标和此点处的法向量坐标组成的 4 维坐标向

量 ( , , , )n n
i i i ix y x y , 计算点 iQ 到 ( )k

l 的距离最近的点

( )
,
k

i cG , 其中 ( , )i ix y 为点的位置坐标 ,  ,n n
i ix y 为此

点处的法向量坐标. 对应数据点 iQ 的差向量 ( )k
iδ 由 

 ( ) ( )
,

k k
i i i cQ G δ , 0,1,k    (3) 

生成, 如图 6所示. 接着, 将差向量 ( )k
iδ 分配到控制

多边形 ( )k 上的相关控制顶点上 , 这些控制顶点

按照式(2)生成 ,i cG . 具体来说, 每一个这样的控制

顶点按照公式(2)中的系数被分配一个加权矢量 . 

例如 , 分配到控制顶点 ( )

j

k
iP 的加权矢量为 ( )

,
k

i j ic δ , 

如图 6所示. 

矢量平均. 当矢量分配完成之后, 控制多边形

的每个控制顶点 ( )k
jP 被分配到的加权矢量集合为

 ( )
, , 0,1, ,k

i j ic i e δ , 如图 6 所示. 对这些矢量进

行加权平均操作 , 产生了对应于控制顶点 ( )k
jP 的

差向量 

 

( )
,

( ) 0

,
0

e
k

i j i
k i

j e

i j
i

c

c










δ
Δ  (4) 

此外 , 如果 ( )k
jP 是光滑顶点 , 在 ( )k

jP 上加上

( )k
jΔ 生成新的控制多边形 ( 1)k  上的控制顶点

( 1)k
jP  ,  

 ( 1) ( ) ( )k k k
j j jP P   Δ , 0,1, ,k n  ; 

如果 ( )k
jP 是尖点, 则令 

( 1) ( )k k
j jP P  . 

下面证明上述几何迭代法的收敛性. 

将对应控制点的差向量 ( )k
jΔ 排成一个序列 

( ) ( )( ) ( ) T
0 1[ , , , ] , 0,1,k kk k

n k  D Δ Δ Δ  

根据式(4), 有  

 

 

( 1)
,

( 1) 0

,
0

( ) ( )
, ,

0

,
0

( )( )
, ,

0 0

, ,
0 0

( )
,

( ) 0

,
0

.

l l

l

l

e
k

i j i
k i

j e

i j
i

e
k k

i j i i l i i
i l

e

i j
i

e e
kk

i j i i l i
i i l

e e

i j i j
i i

e
k

i l i
k i l

j e

i j
i

c

c

c Q c P

c

c c

c c

c

c



 







 

 





 

 
  

  

 







 



 

 





δ
Δ

Δ

δ Δ

Δ
Δ

 

由此, 得到几何迭代格式的矩阵形式 

  ( 1) T ( )k k  D I ΛA A D  (5) 

其中, 

 

0 0 0

,0 ,1 ,

1 1 1
diag , , ,

i i i n
i I i I i I

c c c
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0,0 0,1 0,

1,0 1,1 1,

,0 ,1 ,
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n n n n

c c c
c c c

c c c

 
 
 
 
 
  




   


A ; 

并且 jI , 0,1, ,j n  是向第 j个控制顶点分配差向

量的数据点的指标集合. 

注意到 TΛA A是对称矩阵. 如果 A 满秩, 则
TΛA A是一定正定的. 所以, 它的特征值都是正实

数, 即 

  T 0 ΛA A . 

另一方面, 由于 T 1

ΛA A , 则 

  T 1 ≤ΛA A . 

因此,  T0 1 ≤ΛA A . 矩阵 TI ΛA A的特征值
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非负且小于 1, 即 

    T T0 1 1    ≤ I ΛA A ΛA A . 

所以, TI ΛA A的谱半径小于 1. 说明式(5)所示

的几何迭代格式收敛. 

本文实验中, 当 

 

( 1)

0

( )

0

1

m
k

i
i

m
k

i
i









 




δ

δ
 

时, 几何迭代停止, 其中 0.05  . 
3.3  内部顶点的移动 

在第 3.2.2节中, 几何迭代每一步结束之后, 边

界控制顶点的改变会导致四边控制网格内部顶点

的改变, 这个任务是通过一个分层 Laplace 算子来

完成的. 

1) 四边控制网格的内部顶点分成很多层. 内

部点的第一层由那些与边界控制顶点相邻的内部

顶点组成; 第二层由那些与第一层内部顶点相邻

的内部顶点组成, 等. 

2) 按照由外到内的顺序, 一层一层地对这些

顶点进行 Laplace 算子操作, 内部顶点 v移动到新
顶点位置 newv , 

 
1

new

d

j
j

v
v

d



. 

其中, d 是顶点 v的度, jv ( 1,2,j   , d )是 v的一

环邻域点 . 上述内部顶点移动的扩散算法迭代进

行 , 直到顶点的最大移动距离小于一个给定值为

止. 本文实现中, 该值取为 0.05. 这样, 边界控制

顶点的改变扩散到了内部顶点. 

3.4  质量保证 
上述几何迭代法从一个初始四边网格开始 , 

其中所有四边形都是矩形, 所有角都是直角, 如图

7a 所示. 因此, 初始四边网格保证严格不自交. 在

迭代过程中 , 保证每次迭代生成的四边网格不自 

 

    
a. 初始网格的可行域    b. 迭代后网格的可行域 

图 7  网格顶点的可行域 

交, 等价于使每个四边形的每个角小于  . 假设第

k次迭代得到的四边网格是严格不自交的. 如图 7

所示, 称包含顶点 v的绿色区域为可行域, 它是由

与 v相邻的四边形的对角线(图 7 中的蓝色虚线), 

以及与 v相邻的四边形的所有边中, 顶点 v的一环
领域点相邻接的边决定的直线(图 7中的红色虚线)

所包围的区域. 在第 ( 1)k + 次迭代后, 如果顶点 v
没有超出上述可行域, 与顶点 v邻接的四边形的角
将会保持小于  . 这样, 保证了生成的四边网格是

不自交的. 
因此 , 如果由顶点 v加上式(4)所示的差向量

生成的顶点 , 仍然位于顶点 v的可行域内 , 则将

它取作新顶点 ; 但是 , 如果它超出了可行域 , 本

文把式(4)所示的差向量等分成 10 段, 选取在可

行域内, 且离可行域边界最近的分点作为新顶点, 

如图 7所示. 

在每次边界顶点移动 , 以及边界顶点移动扩

散到内部顶点的过程中 , 顶点的移动严格保持在

可行域中 . 该策略保证了生成的四边网格是严格

不自交的. 

3.5  网格质量优化 
如图 8所示, 几何迭代结束之后, 经过对控制

网格有限次细分生成了填充给定区域 D的四边网
格. 在这样生成的四边网格中(如图 8a所示), 质量

较差的网格单元集中在边界层周围. 利用第 3.3 节

的分层 Laplace 算法, 边界层附近较差的网格质量

对内部顶点的影响越来越小 , 内部顶点距离边界

层越远, 影响越小. 这使得所生成四边网格在大多

数内部网格顶点处是正交的, 或接近正交的, 如图

8所示. 

 

    
a. 优化之前             b. 优化之后 

图 8  网格质量优化 

 
为了提高边界层附近的网格质量 , 本文使用

pillowing 算法[28], 在第一层和边界层之间插入新

的一层网格顶点, 如图 8b所示. 最后, 四边网格的

质量通过Mesquite 库函数进行优化[29]. 图 8b所示

为在 pillowing和 Mesquite优化之后的网格. 



第 11 期 简  群, 等: 平面 n边域上高品质四边网格生成方法 1817 

 

     
      

4  实验结果与讨论 

本文提出的四边网格生成算法已经在 Visual 

C++开发环境下实现, 程序运行环境为 Intel Core2 

Quad CPU Q9400 2.66 GHz和 4 GB内存. 

本节展示四边网格生成算法的一些实验结果. 

本文实验中, 拟合精度定义为RMS误差, 与给定 n
边域包围盒对角线长度的比值, 即 

 

2( )

0

1

m
k

i
i

m
L





 δ

. 

其中 , ( )k
i 是几何迭代结束后对应数据点的差向

量 , 其定义同式(3); 1m  是数据点的个数 , 其定

义同式(1); L是 n边域包围盒对角线长度. 

为了衡量四边网格的质量 , 本文采用归一化

雅克比行列式 [31], 其定义如下 : 给定一个顶点逆

时针排列的四边形 ABCD, 每个顶点对应一个归一

化雅克比行列式 . 记 ab e ( , )ab abx y 和 ( ,ad adxe  

)ady 分别为 AB和 AD的单位矢量, 则顶点 A对应
的归一化雅克比行列式定义为 

 ab ab

ad ad

x y
J

x y
 . 

其他顶点对应的归一化雅克比行列式可类似定义. 

把四边形的四个顶点对应的归一化雅克比行列式

值中最小的作为这个四边形的归一化雅克比行列

式值. 显然, 四边网格越接近于正交, 雅克比行列

式值就越大 . 如果顶点 A的角是直角 , 此时顶点

A对应的雅克比行列式值为 1. 

图 9~11 展示了本文方法生成的一些四边网格, 

这些网格都是经过一次 Cutmull-Clark 细分之后生

成的, 它们的统计数据如表 1所示. 在本文方法的

实现中 , 像素化的初始网格尺寸是通过将给定区

域 D的包围盒的最小边长度乘以一个分数值得到
的(见第 3.1节), 在表 1最后一列列出了这些分数值. 

图 9中, 本文方法被用来填充具有复杂形状和

复杂拓扑结构的平面区域. 图 9a 所示为含有 4 个

洞的平面区域; 生成的四边网格如图 9b 所示, 其

中四边网格的边界用黑色曲线表示 , 给定的平面

区域的边界用红色曲线表示. 在有限元分析中, 一

个可用的四边网格的雅克比行列式的值应该在

[0.2,1]. 从表 1 可以看出, 所生成的四边网格的雅克

比行列式的最小值和平均值分别是0.262 5和0.943 4. 

  
a. 给定的平面域边界  b. 生成的四边网格  c. 部分网格放大图 

图 9  在复杂形状和复杂拓扑结构的 

平面域上生成四边网格 

 

 
a. 给定的平面域边界 

     
b. 生成的四边网格      c. 部分网格放大图 

图 10  在空心字母“ZJU”内部生成四边网格 

 

    
a. 给定的平面域 1  b. 给定的平面域 2  c. 给定的平面域 3 

    
d. 生成的四边网格 1 e. 生成的四边网格 2  f. 生成的四边网格 3 

图 11  四边网格生成的其他例子 
 

图 10 中, 本文方法生成的四边网格被用来填

充空心字母“ZJU”, 空心字母的边界由一些直线和

弧线拼接而成. 可以看出, 虽然空心字母包围的平

面区域的形状非常复杂(如图 10a 所示), 本文方法

生成的四边网格(如图 10b所示)还是具有理想的质

量. 雅克比行列式的平均值和最小值分别是 0.954 0

和 0.505 7(如表 1所示). 

图 11展示了另外 3个例子. 在这 3个例子中, 本

文方法生成的四边网格都有不错的质量, 如表 1所示. 

此外 ,  我们还比较了本文方法和文献[19]中 
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表 1  几何迭代法生成四边网格的统计数据 

图序号 顶点数 
四边 

形数 
精度 时间/s 

平均雅

克比值 

最小雅

克比值

初始

尺寸

9b 1 063 936 0.004 4 21.39 0.943 4 0.262 5 1/12

10b 1 209 1 040 0.007 7 21.312 0.954 0 0.505 7 1/10

11d 709 620 0.009 2 19.55 0.927 1 0.340 7 1/14

11e 740 652 0.004 0 16.18 0.953 3 0.584 7 1/10

11f 1 744 1 552 0.001 9 45.35 0.964 5 0.571 7 1/10

 

提出的方法, 如图 12所示. 通过表 2可以看出, 本

文方法生成的四边网格的质量(如图 12b 所示), 要

优于文献[19]中方法生成的网格质量. 

为进一步比较本文方法和文献[19]中方法生

成的网格质量, 本文在这 2 种方法生成的网格上, 

分别用有限元分析(双线性形函数)求解以下偏微

分方程 

 
 

图 12  2种方法生成的四边网格的比较 
 

 表 2  2 种方法生成的四边网格的数据比较 

方法 顶点数 
四边 

形数 

平均雅

克比值

最小雅 

克比值 
2L 误差 L 误差

本文 642 572 0.964 9 0.279 5 45.879 1 13.539 8

文献[19] 780 720 0.898 2 0.097 6 159.754 8 39.340 1

 

   

2 2
2 2

2 2

2 2 2 2

16 16 272

4 64D

u u x y
x y

u x y x y

 
    

     

; 

其中    6,8 6,8D     , 它的解析解为 ( , )u x y   
2 2 2 2( 4)( 64)x y x y    . 

图 12d, 12g 是相应网格上的解析解, 图 12e, 

12h 是相应网格上的数值解, 图 12f, 12i 是相应网

格上的绝对误差的分布, 定义为 

( , ) ( , ) ( , )e x y u x y u x y  , 
其中, ( , )u x y 是解析解, ( , )u x y 是数值解. 

这个例子演示了网格质量对数值解的影响 . 

如表 2所示, 本文方法生成四边网格(如图 12b所示)
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的质量优于文献[19]生成的四边网格(如图 12c所示)

的质量. 虽然图 12c中网格的四边形数比图 12b中

网格的四边形数要多, 但本文方法生成的网格(如

图 12b 所示)上数值解的精度要优于文献[19]生成

的四边网格(如图 12c 所示)上数值解的精度. 特别

地, 如表 2 所示, 本文方法生成四边网格只有 572

个四边形(如图 12b所示), 其上数值解的 L2误差和

L误差分别是 45.879 1和 13.539 8. 另一方面, 文

献[19]方法生成的四边网格(如图 12c所示)有 720个

四边形单元, 但其上数值解的 L2误差和 L误差分
别是 159.754 8和 39.340 1. 

在本文方法的各个步骤中 , 最近点的计算是

一个关键步骤, 它实际上是一个点的匹配问题. 一

方面, 在凹区域难以获得理想的匹配点; 另一方面, 

计算最近点需要的计算量较大. 因此, 需要设计更

为合理的最近点计算方法. 此外, 算法的计算效率

可以从以下方面提高: 1) 引入 K-D 树结构, 提高

最近点的计算速度; 2) 在几何迭代法的每一步迭

代中, 引入并行机制. 

5  结  语 

本文提出一种基于几何迭代的四边网格生成

算法, 用于填充具有复杂形状和复杂拓扑的 n(n≠4)

边平面域 . 本文方法生成的四边网格能保证严格

不自交. 具体来说, 首先通过像素化离散给定平面

域得到的初始控制网格; 然后逐步调整控制四边

网格的边界拟合给定区域的边界曲线; 在每一步

控制网格边界顶点迭代调整后 , 边界顶点的移动

通过分层 Laplace算子向控制网格的内部网格顶点

扩散. 进一步, 本文分析了几何迭代算法的收敛性. 

在有限次细分之后, 四边网格就生成了 . 此外 , 四

边网格质量通过 Pillowing操作和 Mesquite函数得

到进一步优化 . 本文方法可以在复杂形状和复杂

拓扑结构的平面域上生成严格不自交四边网格 . 

大量实验结果表明 , 本文方法生成的四边网格的

质量对于有限元分析是可取的. 
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