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摘  要: 几何迭代法, 又称渐进迭代逼近(progressive-iterative approximation, PIA), 是一种具有明显几何意义的迭代

方法. 它通过不断调整曲线曲面的控制顶点, 生成的极限曲线曲面插值(逼近)给定的数据点集. 文中从理论和应用 2

个方面对几何迭代法进行了综述. 在理论方面, 介绍了插值型几何迭代法的迭代格式、收敛性证明、局部性质、加速

方法, 以及逼近型几何迭代法的迭代格式和收敛性证明等. 进而,展示了几何迭代法在几个方面的成功应用, 包括自

适应数据拟合、大规模数据拟合、对称曲面拟合, 以及插值给定位置﹑切矢量和曲率矢量的曲线迭代生成, 有质量保

证的四边网格和六面体网格生成, 三变量 B-spline 体的生成等. 

关键词：渐进迭代逼近; 几何迭代法; 数据拟合; 几何设计 

中图法分类号：TP391 

Survey on Geometric Iterative Methods with Applications 

Lin Hongwei 

(Department of Mathematics, Zhejiang University, Hangzhou, 310058) 

(State Key Laboratory of CAD &CG, Zhejiang University, Hangzhou, 310058) 

Abstract: Geometric iterative method, also called progressive-iterative approximation (PIA), is an iterative me-

thod with clear geometric meaning. Just by adjusting the control points of curves or surfaces iteratively, the limit 

curve or surface will interpolate (approximate) the given data point set. In this paper, we introduce the geometric 

iterative method in two aspects, i.e., theory and application. In theory, we present the iterative formats of the 

interpolatory and approximating geometric iteration methods, respectively, show their convergence and local 

property, and develop the accelerating techniques. Moreover, some successful applications of the geometric itera-

tive methods are demonstrated, including adaptive data fitting, large scale data fitting, symmetric surface fitting, 

generation of the curve interpolating given positions, tangent vectors, and curvature vectors, generation of the 

quadrilateral and hexahedral mesh with guaranteed quality, and generation of the trivariate B-spline solid, etc. 
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几何迭代法 是一种具有明显几何意义的迭代

方法. 从一条初始混合曲线开始, 通过迭代调整它

的控制顶点 , 就可以使这条曲线插值或逼近给定

的数据点列 . 由于几何迭代法的迭代过程具有明

显的几何意义, 在迭代的每一步, 可以很容易地加

入各种几何约束条件 , 使得几何迭代法生成的极

限曲线曲面满足这些约束 . 由于几何迭代法的这

一性质, 近年来, 它在几何设计及相关领域得到了

成功地应用, 包括自适应数据拟合, 大规模数据拟

合, 对称曲面拟合, 插值给定位置、切矢量和曲率
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矢量的曲线迭代生成 , 有质量保证的四边网格和

六面体网格生成, 三变量 B-spline体的生成等. 

几何迭代法肇始于 1975 年由齐东旭等学者提

出的均匀 3次 B样条曲线的盈亏修正算法[1], 1979

年 , de Boor 也独立证明了这一算法的收敛性 [2]. 

2004年, Lin等证明了非均匀 3次 B样条曲线曲面

的盈亏修正性质[3]; 2006年, 又证明了所有全正基

混合曲线曲面都具有这一性质 , 并创造了英文术

语 progressive-iterative approximation(PIA: 渐进迭

代逼近)来描述这一方法[4]. 在 PIA算法中, 每一个

数据点对应的参数值在迭代中是固定不变的. 2007

年, 日本学者 Maekawa 等[5]将数据点的参数值取

为每次迭代生成的拟合曲线曲面上最近点的参数

值, 并命名为 geometric interpolation(GI)[5-7]. 由于

PIA 和 GI 算法迭代步骤类似, 都具有明显的几何

意义 , 我们将这些具有明显几何意义的迭代法统

称为几何迭代法. 

本文对几何迭代法的理论和应用进行了综述.  

1  插值型几何迭代算法 

本节综述了几何设计中常用的几种曲线曲面

的插值型几何迭代算法 , 包括全正基混合曲线曲

面, NURBS 曲线曲面, 三角 Bernstein-Bézier(B-B)

曲线曲面, 以及细分曲线曲面等; 同时还介绍了几

何迭代法的加速技术和局部性质. 

1.1  全正基混合曲线曲面的插值型几何迭代算法 
给定一个点列{Qi, i=0, 1,⋯,n}, 其中每一个点

Qi赋予一个参数值 ti, i=0, 1, ⋯, n, 满足 

t0<t1<⋯<tn. 

以这个点列为初始控制点列 , 构造一条初始混合

曲线 (0) (0)

0

( ) ( )
n

i i
i

t B t


P P ; 这里 , (0)
iP =Qi, Bi(t)为基

函数, i=0, 1, ⋯, n. 假设第 k次迭代后生成的第 k
次曲线为 

( ) ( )

0

( ) ( ).
n

k k
i i

i

t B t


P P  

为进行第 k+1次迭代, 首先计算差向量 
( )( )

 ( ),kk
i i it = Q P  i=0, 1,⋯, n; 

然后, 将其加到曲线 P(k)(t)的相应控制顶点上, 即 
( 1) ( ) ( )

 ,k k k
i i i

  P P   i=0, 1,⋯, n; 

从而生成了第 k+1次曲线  

( 1) ( 1)

0

( ) ( ).
n

k k
i i

i

t B t 


P P  

这个过程迭代进行, 产生了一个曲线序列 

{P(k)(t), k = 0, 1, 2,⋯}. 

对于混合曲面(张量积曲面), 也可以类似生成

这样一个曲面序列[3-4].  

记 

 ( ) ( ) ( ) ( ) T
  1  2[ ,  , ]k k k k
n     (1) 

则式(1)矩阵形式[3-4]为 
( 1) ( )
  ( ) ;k k  I C   

其中, I为单位矩阵,  
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为基函数的配置矩阵. 

文献[3]中证明了当混合曲线曲面的基函数是

非均匀 3次 B样条基函数时, 这个曲线曲面序列收

敛到插值于给定点列的曲线曲面, 即 
( )

  ,lim ( ) 0,1 , ;k
i i

k
t i n


 P Q    

这称为混合曲线曲面的渐进迭代逼近(PIA)性质 . 

进一步, 文献[4]中证明了只要基函数是全正基函

数, 这个曲线曲面序列就有渐进迭代逼近性质. 由

于 Bernstein基函数和 B样条基函数都是全正基函

数, 因而 Bézier曲线曲面、B样条曲线曲面都具有

渐进迭代逼近性质. 特别地, 当混合曲线为周期均

匀 B 样条曲线时, 几何迭代的极限曲线表达式可

以直接求出[8]. 另外, 文献[9]给出了渐进迭代的拟

合误差估计公式 . 给定不同的拟合精度以及不同

的初始数据参数化 , 利用拟合误差估计公式可以

预估迭代次数. 

1.2  NURBS 曲线曲面的插值型几何迭代算法 
我们首先构造 NURBS 曲线的几何迭代算法, 

NURBS 曲面的几何迭代算法可以类似构造 . 

NURBS曲线在射影空间中的齐次形式为 

0

( ) ( );
n

i i
i

t B t


R R  

其中, Ri=(wiPi, wi)=(wixi, wiyi, wizi, wi), i=0, 1,⋯, n; 

wi为权因子, Pi=(xi, yi, zi)为欧氏空间的一个点, Bi(t)

为 Bernstein基函数或 B样条基函数. 它在 3D欧氏

空间中对应一条有理曲线 
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给定齐次射影空间中一个点列 {  ( ,i i iQ w Q  

) ( , , , )},i i i i i i i iw w x w y w z w 构造一条初始曲线 

(0) (0)

0

( ) ( );
n

i i
i

t B t


R R  

其中, (0)  = ,  = 0, 1 , .i iQ i nR    在齐次形式下的几何

迭代格式与第 1.1 节一样. 这样产生了一个齐次形

式表示的曲线序列 ( ){ ( ),  = 0 1 }.k t k ，R  它对应着 3D

欧氏空间中的一个有理曲线序列 
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和一个权函数序列 
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可以证明[10], 上述 2个序列都是收敛的, 并且 
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1.3  三角 B-B 曲面的插值型几何迭代算法 
给定一个点列 ,  ,{ , , =ijk i j kQ 0, 1 , ;n i j k   

}n , 其中每一个点 ijkQ 对应参数值 ( , , )i j ku v w . 以

这组点作为初始控制点, 构造一张初始三角 B-B

曲面 
(0)

, ,

( , , ) ( ) ( ) ( );i j kijk
i j k

u v w B u B v B w  (0)T T  

其中, (0)   0 , , 1.ijkijk u v w u v w    ，T Q ≤ ≤  

假设第 h次迭代后生成了第 h次三角 B-B曲面 
( ) ( , , )  ( ) ( ) ( )hh

i j kijk
ijk

u v w B u B v B w  ( )T T ； 

为生成第 h+1次三角 B-B曲面, 计算 
( ) ( )
  ( , , );h h

i jk i j kijk u v w  Q T  

将其加到控制顶点 ( )h
ijk 上, 得到第 h+1次三角 B-B

曲面的控制顶点 ( 1) ( ) ( )
 .h h h

ijk ijk ijk
      这样 , 就生成

了第 h+1次三角 B-B曲面 ( 1) ( , , ).h u v w  

这个迭代过程产生了一个三角 B-B曲面序列 

( , , ),  0 , , 1,  1{ }h u v w u v w u v w  T ≤ ≤ . 

当数据点对应的参数值取均匀参数时, 即 

( , , ) , , ,       i j k
i j k

u v w i j k n
n n n

     
 

， 

利用 Bernstein 算子的性质以及算子和矩阵的对应

关系, Chen 等证明了这个三角 B-B 曲面序列的收

敛性[11], 也就是 

( )lim , ,  = .h
ijk

h

i j k

n n n

 
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 

T Q  

在一般情况下, 目前仅证明了 4次和 4次以下三角

B-B曲面序列的收敛性[12]. 

1.4  细分曲面的几何迭代算法 
本节中涉及的细分曲面为逼近型细分曲面 , 

具体为Catmull-Clark, Doo-Sabin及 Loop细分曲面. 

假设 Q={Qi}为一个细分曲面的控制网格顶点集合, 

其中, Qi为网格顶点. 每一个网格顶点 Qi在细分极

限曲面上都有一个极限位置 , ,i Q 它可以表示为相

应控制网格顶点的线性组合, 例如 

1 ,1 2 ,2 , .i, i i k i kc c c    Q Q Q Q  

以给定的控制网格 Q为初始控制网格 

(0) (0){ }iP  P ,  

其中, (0)
i iP Q ,可以生成一张初始细分曲面 S(0).  

假设第 k 次迭代后生成的第 k 次细分曲面 S(k)

的控制网格为 P(k)= { },k
iP 它的每一个网格顶点

( )k
iP 在细分曲面 S(k)上的极限位置为 ( )

, .k
i P  构造差

向量 ( ) ( )
 , ,k k
i i i   Q P 并将它加到第 k 次控制网格的

顶点上, 生成了第 k+1 次细分曲面 S(k+1)的控制网

格 ( 1) ={ } = .k k k kk
i i i iP  ( +1) ( +1) ( ) ( )， P P P  这样 , 就产生

了一系列细分曲面序列{S(k), k=0, 1, ⋯}. 当细分

曲面为 Doo-Sabin[13-14] 或 Loop[15-16]细分曲面时, 

或当细分曲面为 Catmull-Clark 细分曲面[17], 并且

它的控制网格中不存在度为 3的顶点时, 有 

( )
,lim .k

i i
k




P Q  

1.5  插值型几何迭代算法的迭代速度和加速方法 
如第 1.1 节所述, 当混合曲线曲面的基函数是

全正基函数时, 插值型几何迭代算法都收敛. 由于

B样条基函数和 Bernstein 基函数都是全正基函数, 

所以 B 样条曲线曲面和 Bézier 曲线曲面的插值型

几何迭代格式都收敛. 这两者之中, B 样条曲线曲

面的迭代速度更快[18-19]. 

插值型几何迭代法的加速是通过在差向量
( )k
i 前面乘以一个权因子 ω来实现的. 这样, 迭代

格式变为 ( 1) ( ) ( ) ,   0,1, .k k k
i i i i n    P P   

假设 λmin为基函数配置矩阵的最小特征值, 当

权因子取
min

2 


时, 插值型几何迭代算法达到

最快迭代速度[20-21]. 

另一方面 , 针对因病态配置矩阵而导致收敛

速度过慢的问题, 通过矩阵 QR分解引入变换矩阵,
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再优化迭代矩阵的谱半径 , 可以加快迭代收敛速

度[22]. 

1.6  插值型几何迭代算法的局部性质 
插值型几何迭代算法具有局部性质 , 也就是

说, 当只调整某些数据点对应的控制点, 而保持其

他数据点对应的控制点不动时 , 迭代的极限曲线

曲面将只插值于那些被调整的控制点对应的数据

点. 如图 1 所示, 图 1a 中红色曲线为一条初始

Bézier 曲线, 蓝色折线是它的控制多边形. 在迭代

过程中只调整红色点对应的控制顶点 , 其他控制

顶点保持不动 ; 经过不断迭代 , 曲线将插值于图

1d 所示红色点. 这一性质为几何迭代法带来很大

的灵活性[23-24].  
 

 
a 迭代 0次 b 迭代 1次 

 
c 迭代 5次 d 迭代 10次 

图 1  插值型几何迭代法的局部性质 
 

1.7  插值型几何迭代算法的推广 

插值型几何迭代算法可以推广到非标准全正

基混合曲线曲面 [25], 通过选择适当的参数 , 非标

准全正基混合曲线曲面的插值型几何迭代也是收

敛的. 实际上, 如果配置矩阵为严格对角占优或者

广义严格对角占优矩阵 , 则迭代是收敛的 [26]. 由

此, 三角域上的 Said-Ball 曲面[26]和 T-Bézier 三角

曲面[27]的渐进迭代是收敛的. 

另一方面, 当差向量前的权因子各不相同时, 

不同控制顶点具有不同的收敛速度 [25]. 进而 , 通

过引入变换矩阵, 经典的渐进迭代格式、加权渐进

迭代格式和局部渐进迭代格式可以统一为同一个

迭代格式[28]. 

2  逼近型几何迭代算法 

在插值型几何迭代法中 , 混合曲线曲面控制

顶点的个数与数据点的个数一样多 , 迭代的极限

曲线曲面插值于给定数据点 . 在逼近型几何迭代

法中, 控制点的个数少于数据点的个数, 迭代的极

限曲线曲面逼近给定的数据点集. 目前, 共有 2种

逼近型几何迭代格式, 分别是 EPIA: extended pro-

gressive-iterative approximation, 和LSPIA: least- squares 

progressive-iterative approximation, 下面分别介绍. 

2.1  EPIA 

给定数据点列  ,   = 0,1, ,i i nQ  , 其中每一个

点 Qi赋予一个参数值{ti, i=0,1,⋯, n}. 如图 2所示, 

在迭代之初, 首先构造初始混合曲线为 (0) ( )tP (绿

色曲线), 并对数据点列(蓝色)分组, 每一组对应混

合曲线的一个控制点. 

 
图 2  EPIA迭代格式示意图 

 

假设迭代 k次后生成的第 k次曲线为 
( ) ( ) ( ).kk

j
j

t B t ( )P P j  

在 EPIA 迭代的每一步, 首先生成关于数据点的差

向量 
( ) ( ) ( ),     0,1 , ;k k
i i i= t i n  Q P  

然后, 将每一组数据点对应的差向量加权平均, 得

到关于控制点的差向量 

( ) j

j

j k
i i

i Ik
j j

i
i I

c

c










( )δ

 . 

其中, Ij是第 j 组数据点的指标集合, j
ic >0 为权因

子. 在文献[29]中证明了当 j
ic =1 时, EPIA 迭代格

式是收敛的. 

2.2  LSPIA 
LSPIA 实际上是一种特殊的 EPIA 迭代格式, 

它的特殊性在于分组的特殊性. 假设初始曲线为 
(0) ( ) ( );j

j

t B t (0)P P j  

对于第 j个基函数 Bj(t), 所有使 Bj(ti)不为 0的参数

ti对应的数据点分为一组, 并对应于第 j 个控制顶

点. 在迭代的每一步, LSPIA 的迭代步骤与 EPIA

相同. 将每一组数据点对应的差向量加权平均时, 
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可以证明, LSPIA 迭代格式是收敛的, 并且收敛于

对于数据点集的最小二乘拟合结果.  

LSPIA 有一些很好的性质. 当混合曲线的基

函数有局部支撑性时, LSPIA迭代每一步的时间复

杂度只跟数据点的个数有关, 跟控制点(也就是未

知数)的个数无关 [30]; 因此, 它适合于增量拟合大

规模数据. 另外, 不论迭代矩阵是否奇异, LSPIA

都是收敛的; 因而, LSPIA具有很好的鲁棒性[30-31].  

3  几何迭代法的应用 

自几何迭代法提出以来 , 在几何设计及相关

领域的学术研究和工程实践中得到了广泛应用 . 

它不仅在解决几何设计中的传统问题上获得了更

好的效果, 如等距曲线、降阶逼近、有理曲线曲面

的多项式逼近等 , 还被成功地应用于自适应数据

拟合、大规模数据拟合、对称曲面拟合, 以及插值

﹑给定位置 切矢量和曲率矢量的曲线迭代生成 , 

有质量保证的四边网格和六面体网格生成 , 三变

量 B-spline体的生成等. 

3.1  在几何设计领域的应用 
下面首先介绍几何迭代法在几何设计领域的

应用. 为提高 Bézier 曲线降阶的稳定性, 文献[32]

提出了一种以 L2 范数的逼近误差为指导的迭代算

法, 它从一条初始 Bézier 曲线开始逐渐地对其控

制顶点进行偏移, 得到误差最小的逼近曲线, 显著

提高了降阶算法的稳定性 . 进而 , 从一条初始

Bézier曲线出发, 以有理曲线上采样点处计算得到

的 Lp(p=1, 2,∞)误差为衡量标准, 迭代调整 Bézier

曲线的控制顶点, 得到了在 Lp(p=1, 2, ∞)误差下对

有理曲线的最佳逼近Bézier曲线[33]. 类似地, 渐进

迭代逼近算法还被用来计算有理三角 B-B 曲面的

多项式逼近曲面 [34]. 另一方面 , 通过在等距曲线

上采样数据点, 对数据点进行参数化, 并以这些采

样点作为初始控制顶点, 产生初始逼近曲线; 然后

考察相同参数值处采样点和逼近点的误差 , 并运

用 PIA 方法逐步逼近等距曲线. 这种方法不仅统

一实现了等距曲线的多项式逼近和有理逼近 , 而

且 PIA方法比以往方法在控制顶点数和算法误差 2

个方面具有明显的优势[35].  

在几何迭代过程中加入适当的几何条件 , 可

以生成同时插值位置、切向量和曲率向量的极限曲

线 [36-38], 并且曲线的几何品质要优于现有方法生

成的曲线. 利用几何迭代的局部性质, 还可以实现

对曲面的实时修改操作 , 使得修改后的曲面插值

给定的数据点 [39]. 几何迭代法还被用于修改样条

曲面 , 使得曲面的等参线在节点处插值指定的位

置、切向和曲率向量[40]. 另外, 我们还设计了一种

变分 PIA格式生成光顺曲线曲面[41]. 

3.2  在数据拟合领域的应用 
几何迭代法的局部性质也给数据拟合带来了

很大的灵活性. 根据这一性质, 在迭代过程中, 可

以不断检查每个数据点的拟合精度 , 如果某个点

的拟合精度达到了要求 , 其对应的控制顶点就可

以固定下来, 不再调整, 实现了数据拟合的自适应. 

理论分析和实验验证证明 , 数据的自适应拟合极

大减小了计算量. 如图 3[42]所示数据的自适应拟合

中,在每一步迭代后检测数据点的拟合精度, 固定

精度达到要求的数据点对应的控制顶点 , 只调整

精度未达要求的数据点对应的控制顶点(红色点), 

极大节省了计算量.  

 
 

图 3  数据的自适应拟合 
 

另一方面, 由于 LSPIA 的迭代速度只与数据

点有关, 而与控制顶点的个数无关, 而且, LSPIA

迭代格式很容易并行化, 再加上 T 样条曲面表示

形式的自适应性 , 我们提出了一种适合于拟合大

规模数据的 T 样条 LSPIA 算法[30], 能够实现在微

机上快速拟合有超过 5000万像素的高精度图像. 

3.3  在逆向工程领域的应用 
几何迭代法在逆向工程领域也获得了成功应

用. 在曲线重建方面, Lin 等[43]用一条区间 B 样条
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曲线包围带状点云, 并以区间 B 样条曲线的中心

曲线作为重建曲线; 其中, 区间 B样条曲线的边界

曲线和中心曲线都是采用 PIA 方法生成的. 在曲

面重建方面, PIA方法被用来对曲面的控制顶点进

行微调整, 以生成高品质 A 类曲面[44]. 通过几何

迭代法在迭代过程中不断修正的能力 , 可以保证

重建几何模型是拓扑正确的 [45]. 不仅如此 , 利用

几何迭代法还可以重建出几何上对称的曲面 [46]. 

具体而言, 对于一个对称点云, 在迭代的每一步 , 

将重建曲面的控制网格的左右 2 部分进行镜面映

射 , 并将映射后的网格与原网格的对应控制顶点

进行平均操作, 以提高控制网格的对称性[46]. 

3.4  体网格和 NURBS 体的生成 
六面体网格生成是有限元分析中的经典难题, 

现有的六面体网格生成算法难以保证生成的六面

体网格没有翻转 , 即网格顶点处的雅克比值都是

正的. 采用几何迭代法, 从一个初始六面体网格开

始, 在迭代的每一步, 给每个网格顶点设定一个限

制域. 如果网格顶点不超过这个限制域, 就能保证

生成的六面体网格没有翻转 [47-48]. 类似方法还可

以生成保证没有翻转的四边形网格[49].  

随着等几何分析的发展 , 迫切需要开展

NURBS 体生成方法的研究. 一种较为实用的思路

是通过拟合四面体网格来生成 NURBS 体. 但是, 

一般来说, 四面体网格的顶点个数比较多, 这一方

面导致拟合的计算量很大, 另一方面, 使得拟合方

程组的条件数很大 , 甚至成为病态方程组 . 利用

LSPIA 迭代速度与控制点个数无关的性质, 可以

鲁棒、高效地求解四面体网格拟合方程组, 生成理

想的 NURBS体, 如图 4 [50-51]所示. 

   
图 4  采用几何迭代法生成的三变量 B样条体 

 

3.5  其他应用 
2013 年, Natasha 等学者连续发表 4 篇文章, 

将 PIA 技术分别用于卫星图像处理[52]、模式识别
[53]、手绘曲线逼近[54], 以及有理曲线逼近[55]. PIA

技术还被用于在 NURBS曲面中添加水印[56], 以及

树木的树干造型[57]. 另外, PIA 技术在工程实践领

域也得到了应用, 被成功地用于飞机机翼造型[58], 

拟合涡轮发动机部件特性 [59], 以及汽车车灯系统

外形优化[60]等. 

4  总结与展望 

自 2005 年几何迭代法, 即 PIA 提出以来, 经

过 10 年的发展, 其理论体系逐渐完善, 并在许多

科学研究和工程实践领域得到了成功地应用 . 本

文综述了插值型几何迭代法的迭代格式、 收敛性、 

收敛速度与加速方法、它的局部性质, 以及几种推

广形式; 另外, 本文还介绍了 2种逼近型几何迭代

格式 EPIA 与 LSPIA, 以及它们的收敛性质. 进一

步, 综述了几何迭代法在多个领域的成功应用, 包

括在几何设计领域、数据拟合领域、逆向工程领域、 

体网格生成和 NURBS体生成方面, 以及其他科学

研究和工程实践中的应用 . 由于几何迭代格式具

有明显的几何意义 , 这使得在迭代过程中可以灵

活地加入几何约束条件 , 从而可以解决现有方法

解决不了或者解决不好的问题. 因此, 几何迭代法

或者几何迭代这种研究思路在科学研究和工程实

践中有着广阔的应用前景. 
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