
数学优化



• (Mathematical) Optimization

数学优化

Optimization problem

minimize f0(x)

subject to fi (x)  0, i = 1, . . . ,m
gi (x) = 0, i = 1, . . . , p

I x 2 R
n
is (vector) variable to be chosen

I f0 is the objective function, to be minimized

I f1, . . . , fm are the inequality constraint functions

I g1, . . . , gp are the equality constraint functions

I variations: maximize objective, multiple objectives, . . .

Mathematical Optimization 4

⼏几乎任何问题都可以建模成数学优化问题来求解

最⼤大化问题可以转化为最⼩小化问题

https://web.stanford.edu/~boyd/cvxbook/bv_cvxbook.pdf

https://web.stanford.edu/~boyd/cvxbook/bv_cvxbook.pdf


数学优化

•如何把问题建模成最优化问题？

•确定优化变量量

•制定⽬目标函数

•写出限制条件



Example

某军⼯工⼚厂⽣生产甲、⼄乙、丙三种产品，⽣生产三 种产品需要A、B两种资源，其单位需求量量
及利利润由下表1给出，问每天⽣生产甲、⼄乙、丙三种产品各多少，可使总利利润最⼤大？

maxx1,x2,x3
40x1 + 45x2 + 24x3



线性回归问题

•线性模型：

输⼊入 ，输出 ，系数是

• 例例如：

• 学习时间和考试成绩

• 疫情死亡⼈人数与确诊⼈人数

𝑎 𝑏 𝑥

b = aT x



•给定了了⼀一系列列观测值 ，如何确定 ？(𝑎𝑖,  𝑏𝑖) 𝑥

线性回归问题

b = aT x

•从数据中估计模型参数⼀一般称为模型拟合（model fitting） 
或者回归（regression）



最⼩小⼆二乘法

•最⼩小⼆二乘法：最⼩小化均⽅方误差（Mean Square Error，简称MSE）

•残差：  

•残差向量量：

ri = bi − aT
i x

R = [r1, ⋯, rn]T

̂x = arg min
x ∑

i

(bi − aT
i x)2



L2范数

L2范数：

•向量量x的欧式距离 

MSE 等于残差向量量  的L2范数的平⽅方

∥x∥2 = ∑
i

xi2

R = [r1, ⋯, rn]T

MSE = ∥R∥2
2



•假设数据带有⾼高斯噪⾳音

• 给定x观察到 的可能性： 
 
 
 

• P通常被称为：似然函数 / 似然性（likelihood）

(ai, bi)

最⼩小⼆二乘的统计解释



最⼩小⼆二乘的统计解释

•假定观测数据点彼此独⽴立，则联合似然函数如下

把 纵向列列写出来𝑎𝑖,  𝑏𝑖



最⼤大似然估计

•最⼤大似然估计寻找使似然函数最⼤大化的𝑥

•最⼩小⼆二乘对应于⾼高斯噪声假设下的最⼤大似然估计



•⼀一般的⾮非线性模型：

•定义残差

•最⼤大似然估计等效于最⼩小化MSE

⾮非线性最⼩小⼆二乘



病态问题

•病态问题指的是问题的解不不唯⼀一 
例例如：  当⽅方程数⼩小于变量量数  

•正则化：通过添加先验知识来约束解的性质 

• L2正则：

• L2正则可以让x的值趋向于0

•作⽤用：抑制冗余的变量量

𝐴𝑥 = 𝑏

min
𝑥

𝐴𝑥 − 𝑏
2
2 + 𝜆 𝑥 2

2



L1正则

• L1范数：

• L1正则：

• L1正则可以让x变得稀疏

∥x∥1 = ∑
i

|xi |

min
𝑥

𝐴𝑥 − 𝑏
2
2 + 𝜆 𝑥 1



正常值与离群值

•正常值（Inlier）：满⾜足模型/噪⾳音假设的数据点

•离群值（Outlier）：不不满⾜足模型/噪⾳音假设的错误点

inliers



离群值

•离群值会让最⼩小⼆二乘回归失败



离群值

•为什什么离群值会让最⼩小⼆二乘回归失败

• MSE（平⽅方误差）与残差平⽅方成正⽐比

•受离群值影响过⼤大



鲁棒估计

•如何降低离群值的影响？

•⽤用其他⽬目标函数替换MSE，降低对离群值的惩罚

•例例如L1范数、Huber函数 
 
 
 
 
 
 
 

•这种⽬目标函数⼀一般称为鲁棒函数



RANSAC

•除了了鲁棒函数，还有其他处理理离群值的⽅方法

• RANSAC: Random Sample Concensus

•⽬目前最常⽤用的处理理离群值的⽅方法

•核⼼心思想：

• Inlier的分布总是相似，outlier的分布各有各的不不同

•⽤用数据点对可能的模型参数进⾏行行投票





数值优化⽅方法



•给定了了⼀一系列列观测值 ，如何确定 ？(𝑎𝑖,  𝑏𝑖) 𝑥

Recap：线性回归

b = aT x

•从数据中估计模型参数⼀一般称为模型拟合（model fitting） 
或者回归（regression）



Recap：最⼩小⼆二乘法

•最⼩小⼆二乘法：最⼩小化均⽅方误差（Mean Square Error，简称MSE）

•残差：  

•残差向量量：

ri = bi − aT
i x

R = [r1, ⋯, rn]T

̂x = arg min
x ∑

i

(bi − aT
i x)2



•⼀一般的⾮非线性模型：

•定义残差

•最⼤大似然估计等效于最⼩小化MSE

Recap：⾮非线性最⼩小⼆二乘



•有些问题有解析解

•线性最⼩小⼆二乘 
 
 
的解为以下线性⽅方程组的解（⽬目标函数关于x求导为0）

如何求解最优化问题？

̂x = arg min
x

∥Ax − b∥2
2

AT Ax = ATb



•⼤大部分问题没有解析解的问题

•通⽤用策略略：寻找⼀一系列列使⽬目标函数不不断下降的变量量值完成优化

如何求解最优化问题？



梯度下降

•  %初始化

•while not converge

•  %确定下降⽅方向

•  %确定步⻓长
•  %更更新变量量

•如何确定下降⽅方向与步⻓长？

𝑥 ← 𝑥0

𝑝 ← descending_direction(𝑥)

𝛼 ← descending_step(𝑥, 𝑝)
𝑥 ← 𝑥 + 𝛼𝑝



Preliminary

•函数f的雅可⽐比矩阵（Jacobian）

•⼀一阶导数

•单输出函数的梯度

•函数f的海海森矩阵（Hessian）

•⼆二阶导数



下降⽅方向的确定

•对⽬目标函数 在 上进⾏行行⼀一阶Taylor展开

•当 时，函数的值会下降（ 要⾜足够⼩小）

𝐹(𝑥) 𝑥0

𝐽𝐹Δ𝑥 < 0 Δ𝑥



最速下降法

• 何时下降速度最快

•当 的⽅方向与 （负梯度⽅方向）相同时

•算法：

•

• while not converge

•

𝐹(𝑥0 + Δ𝑥)

Δ𝑥 −𝐽𝑇
𝐹

𝑥 ← 𝑥0

𝑥 ← 𝑥 − 𝛼𝐽𝑇
𝐹

梯度⽅方向垂直于等⾼高线



步⻓长的确定

•步⻓长 如何确定？  
确定h之后F是 的函数

1.  太⼩小，函数值变化太⼩小 
— 需要增⼤大

2.  太⼤大，  
— 需要减⼩小

3.  接近于 的minimizer 
— 可接受的 值

𝛼
𝛼

𝛼
𝛼

𝛼 ϕ(α) > ϕ(0)
𝛼

𝛼 ϕ(α)
𝛼

9 2. DESCENT METHODS

F
00(x) is positive definite, then we get quadratic convergence (defined in

(2.3)). On the other hand, if x is in a region whereF 00(x) is negative definite
everywhere, and where there is a stationary point, the basic Newton method
(2.9) would converge (quadratically) towards this stationary point, which
is a maximizer. We can avoid this by requiring that all steps taken are in
descent directions.
We can build a hybrid method, based on Newton’s method and the steepest
descent method. According to (2.10) the Newton step is guaranteed to be
downhill if F 00(x) is positive definite, so a sketch of the central section of
this hybrid algorithm could be

if F
00(x) is positive definite

h := hn
else

h := hsd
x := x + ↵h

(2.11)

Here, hsd is the steepest descent direction and ↵ is found by line search; see
Section 2.3. A good tool for checking a matrix for positive definiteness is
Cholesky’s method (see Appendix A) which, when successful, is also used
for solving the linear system in question. Thus, the check for definiteness is
almost for free.
In Section 2.4 we introduce some methods, where the computation of the
search direction hd and step length ↵ is done simultaneously, and give a
version of (2.11) without line search. Such hybrid methods can be very
efficient, but they are hardly ever used. The reason is that they need an im-
plementation ofF 00(x), and for complicated application problems this is not
available. Instead we can use a so-called Quasi-Newton method, based on
series of matrices which gradually approach H

⇤ =F
00(x⇤). In Section 3.4

we present such a method. Also see Chapter 5 in Frandsen et al (2004).

2.3. Line Search
Given a point x and a descent direction h. The next iteration step is a move
from x in direction h. To find out, how far to move, we study the variation
of the given function along the half line from x in the direction h,

2.3. Line Search 10

'(↵) = F (x+↵h) , x and h fixed, ↵� 0 . (2.12)

An example of the behaviour of '(↵) is shown in Figure 2.1.

α

y
y = φ(0)

y = φ(α)

Figure 2.1. Variation of the cost
function along the search line.

Our h being a descent direction ensures that
'
0(0) = h

>
F

0(x) < 0 ,

indicating that if ↵ is sufficiently small, we satisfy the descending condition
(2.1), which is equivalent to

'(↵) < '(0) .

Often, we are given an initial guess on ↵, eg ↵ = 1 with Newton’s method.
Figure 2.1 illustrates that three different situations can arise
1� ↵ is so small that the gain in value of the objective function is very

small. ↵ should be increased.

2� ↵ is too large: '(↵)�'(0). Decrease ↵ in order to satisfy the descent
condition (2.1).

3� ↵ is close to the minimizer1) of '(↵). Accept this ↵-value.

1) More precisely: the smallest local minimizer of '. If we increase ↵ beyond the interval
shown in Figure 2.1, it may well happen that we get close to another local minimum
for F .
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步⻓长的确定

•步⻓长 如何确定？

1. Exact line search （太耗时）

2. Backtracking algorithm

• Initialize  with a big value

• Decrease  until 

• 物理理含义：满⾜足上式时， 
处于右图中绿⾊色区间

𝛼

𝛼
𝛼

ϕ(α) ≤ ϕ(0) + γϕ′ �(0)α

𝛼
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ϕ(0) + γϕ′�(0)α

ϕ(0) + ϕ′�(0)α



最速下降法

•优点：
• 实现简单计算量量少

• 在距离最优值较远时往往表现很好（启动快）

•缺点：
• 在最优值附近收敛缓慢

• 当能量量函数性质不不好时会浪费很多迭代

• 为什什么收敛慢？

• 只利利⽤用了了⼀一阶梯度信息

• 没有利利⽤用曲率信息



最速下降法



•利利⽤用⽬目标函数的⼆二阶导数（曲率）信息

•在 附近进⾏行行⼆二阶展开

•求解最⼩小化 的

•最佳下降⽅方向（⽜牛顿步）：

𝑥𝑘

𝐹(𝑥𝑘 + Δ𝑥) Δ𝑥

⽜牛顿法

Δx = − H−1
F JT

F



⽜牛顿法

•优点：收敛快
• 在极值的邻域内⼆二次收敛

• 适合接近最终结果时使⽤用 

•缺点：Hessian 计算量量很⼤大

• 有时⽆无法计算

• 能不不能近似？

绿⾊色：梯度下降
红⾊色：⽜牛顿法



⾼高斯⽜牛顿法

•利利⽤用问题的性质来近似求解⼆二阶导
• 最⼩小⼆二乘问题

• 对R进⾏行行⼀一阶近似：

̂x = arg min
x

∥R(x)∥2
2



•此时最优的 满⾜足 

•最优下降⽅方向： 

•对⽐比⽜牛顿法：

•⽜牛顿步：

•⾼高斯⽜牛顿法⽤用 近似Hessian矩阵

Δ𝑥

Δx = − H−1
F JT

F

JT
R JR HF

⾼高斯⽜牛顿法

Δx = − (JT
R JR)−1JT

R R(xk)



⾼高斯⽜牛顿法

•优点
• 不不需要Hessian，容易易计算

• 收敛快

•缺点

• 如果 不不可逆，算法会变得不不稳定𝐽𝑇
𝑅𝐽𝑅



Levenberg-Marquardt

• LM法通过“正则化”回避这个问题

•对于全部  ， ⼀一定是正定的𝜆 > 0 𝐽𝑇
𝑅𝐽𝑅 + 𝜆𝐼

Δx = − (JT
R JR + λI )−1JT

R R(xk)



Levenberg-Marquardt

• 的效果

•  ：梯度下降步，并且⻓长度短

•  ：Gauss-Newton 步

• 的选择

• 每轮迭代更更新

• 当下降明显时，

• 当下降不不明显时，

𝜆
𝜆 → ∞

𝜆 → 0

𝜆

𝜆

𝜆

Δx = − (JT
R JR + λI )−1JT

R R(xk)



Levenberg-Marquardt

•优点：

• 启动快（ ）

• 收敛快（ ）

• 不不退化（ 总是正定）

• LM = 梯度下降+⾼高斯⽜牛顿

𝜆

𝜆

𝐽𝑇
𝑅𝐽𝑅 + 𝜆𝐼



局部最优与全局最优

•梯度下降只能找到局部最优解

•对于特殊性质的函数，局部最优即全局最优（⽐比如凸函数）


