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相机模型



拍照三要素

• 构图

• 对焦

• 快⻔门



• 选择主体与视⻆角

构图



• 选择焦距

构图

24mm 50mm

200mm 800mm



构图

• 焦距控制了了放⼤大率与视野
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sobj
=

f
dobj

Angle of view =
Sensor size
focal length

https://medium.com/@biga.david/focal-length-conversion-to-pixels-for-distance-calculation-android-71a0e2e8753b

https://medium.com/@biga.david/focal-length-conversion-to-pixels-for-distance-calculation-android-71a0e2e8753b


构图

三分构图 对⻆角线构图



对焦

• 选择焦点（成像清楚的地⽅方）

• 半按快⻔门（传统相机）

• 点击触屏（智能⼿手机）



•调整焦距f以及像距 使得物体成像于传感器器平⾯面S2

对焦



焦外模糊

• 对焦平⾯面以外的点在

像平⾯面形成散斑

https://www.lensartavenue.com/circle-of-confusion/

https://www.lensartavenue.com/circle-of-confusion/


景深

• ⼀一定的深度范围内成像清楚

• 这个范围的⼤大⼩小称为景深



景深

• 散斑⼤大⼩小与深度有关，离焦点越近散斑越⼩小

• 景深范围内的点，其散斑半径⼩小于传感器器分辨率

http://www.photowriting.co.za/2019/09/confusing-circles-and-airy-disks.html

http://www.photowriting.co.za/2019/09/confusing-circles-and-airy-disks.html


景深取决于光圈⼤大⼩小

• ⼤大光圈、⼩小景深



如何虚化背景

• ⼤大光圈

• ⻓长焦距

• 距离近

• 背景远



⼿手机⼈人像模式如何实现的？



快⻔门

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%BF%AB%E9%96%80%E9%80%9F%E5%BA%A6

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%BF%AB%E9%96%80%E9%80%9F%E5%BA%A6


快⻔门速度

• 快⻔门速度控制曝光时间



快⻔门速度

• 快⻔门速度控制曝光时间

• 像素值等于光强在曝光时
间内的积分



快⻔门特效

不不同快⻔门速度下拍摄的流⽔水



快⻔门特效

Light Paint



图像模糊的原因

• 镜头失焦

• 焦外模糊

• 深度不不同模糊程度不不同



图像模糊的原因

• 相机抖动

• 拍摄时相机不不稳

• 全部画⾯面被模糊



如何得到清晰影像？

• 提⾼高快⻔门速度

• ⼤大光圈

• ⾼高ISO

• 单反相机贵的原因



如何得到清晰影像？

• 硬件消除抖动

• 三脚架

• 不不便便携



如何得到清晰影像？

• 硬件消除抖动

• 光学防抖

• 结合IMU等传感器器信息

• 贵



如何得到清晰影像？



图像去模糊

• 如何设计算法实现图像去模糊？



图像模糊的数学模型

• 如何⽤用数学模型描述图像模糊？







图像模糊的数学模型

⼿手持相机拍摄带有四个点标志的⽩白板，曝光时间1秒钟



图像模糊的数学模型

• 四个⻆角模糊基本相同

• 模糊的形状取决于相
机抖动轨迹

Top 
left

Bot. 
left

Top 
right

Bot. 
right

Person 1

Person 3 Person 4

Person 2



• 把模糊图样平移复制到原图像有像素值的地⽅方

• 可以⽤用卷积描述该过程

• 模糊图像称为卷积核

模糊的卷积模型
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=

G[i, j] = ∑
u,v

F[u, v]H[i − u, j − v]



模糊的卷积模型

• 抖动模糊核取决于 
相机运动轨迹

• 失焦模糊核取决于 
光圈形状



图像模糊的数学表述

= ⊗

模糊图像
（拍摄的）

清晰图像
（要求解的）

模糊核

卷积算⼦子



去模糊 = 去卷积

• ⾮非盲去卷积 
(Non-blind, NBID)

• 盲去卷积 
(Blind, BID)

⊗

⊗
未知

已知

未知

未知



NBID

• 是⼀一个经典的问题

• Trott, T., “The Effect of Motion of Resolution”,  
Photogrammetric Engineering, Vol. 26, pp. 819-827, 1960. 

• Slepian, D., “Restoration of Photographs Blurred by Image Motion”, Bell System Tech., 
Vol. 46, No. 10, pp. 2353-2362, 1967.



NBID基本模型

•
• G: 拍摄到的图像（已知）

• F: 需要求解的图像（未知）

• H: 卷积核（已知）

G = F ⊗ HBlind deblurring Non-examinable

So far we have assumed that we know the generative model, e.g.

*=

i.e. that h(x,y) is known, so that given the observed 
image g(x,y), then the original image  f(x,y) can be 
estimated (restored)

Consider if only the observed image g(x,y) is known. 
This is the problem of blind estimation.

g = A(h) f

G = H F



频域解卷积

• 空域的卷积 = 频域的乘积

•

• 空域解卷积 = 频域的除法

•

• 通常称为反向滤波 Inverse filter

FFT(G) = FFT(F ⊗ H ) = FFT(F ) × FFT(H )

𝐹 = 𝐼𝐹𝐹 𝑇(𝐹𝐹 𝑇 (𝐺) ÷ 𝐹𝐹 𝑇 (𝐻 ))
Restoration with an inverse filter

F(u,v) = G(u,v) / H(u,v)

f(x,y)
F.T.

g(x,y)
Inverse filter I.F.T.

G(u,v) F(u,v)

g(x,y) = h(x,y)   f(x,y) + n(x,y) Q G(u,v) = H(u,v) F(u,v) + N(u,v)

Start from the generative model

and for the moment ignore n(x,y), then an estimate of f(x,y) is 
obtained from

*



Example

• Guassian blur

Degradation model

Model degradation as a convolution with a linear, shift 
invariant, filter h(x,y)
• Example: for out of focus blurring, model h(x,y) as a Gaussian

i.e. : g(x,y) = h(x,y)    f(x,y)*

f(x,y) g(x,y)

*

h(x,y)

original blurred

h(x,y) is the impulse response or point spread function of the imaging system

http://www.robots.ox.ac.uk/~az/lectures/ia/lect3.pdf

http://www.robots.ox.ac.uk/~az/lectures/ia/lect3.pdf


Example

• Inverse filtering results

Deblurring with an inverse filter

g(x,y)

F(u,v) = G(u,v) / H(u,v)

blur V = 0.5 pixels

noise V = 0.3 grey levels

blur V = 1.0pixels blur V = 1.5pixels

f(x,y)

Deblurring with an inverse filter

g(x,y)

F(u,v) = G(u,v) / H(u,v)

blur V = 0.5 pixels

noise V = 0.3 grey levels

blur V = 1.0pixels blur V = 1.5pixels

f(x,y)

http://www.robots.ox.ac.uk/~az/lectures/ia/lect3.pdf

http://www.robots.ox.ac.uk/~az/lectures/ia/lect3.pdf


频域解卷积的问题

• 模糊核⼀一般可以认为是低通滤波器器

• Inverse filter 会放⼤大⾼高频成分

• Inverse filter 也会放⼤大噪声The problem of noise amplification

Schematically …

G(u,v) = H(u,v) F(u,v) + N(u,v)

F(u,v) = G(u,v) / H(u,v) = F(u,v) + N(u,v) / H(u,v)

F(u,v) H(u,v)

H(u,v)F(u,v)

F(u,v)

1/H(u,v)

N(u,v)

F(u,v)
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频域解卷积的问题

• Inverse filter 会放⼤大⾼高频噪声

The problem of noise amplification

Schematically …

G(u,v) = H(u,v) F(u,v) + N(u,v)

F(u,v) = G(u,v) / H(u,v) = F(u,v) + N(u,v) / H(u,v)

F(u,v) H(u,v)

H(u,v)F(u,v)
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F(u,v)
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维纳滤波

• 反向滤波的时候抑制⾼高频Frequency behaviour

F(u,v) = W(u,v) G(u,v)

• If K = 0 then W(u,v) = 1 / H(u,v), i.e. an inverse filter

• If K >> |H(u,v)| for large u,v, then high frequencies are attenuated

• |F(u,v)| and |N(u,v)| are often known approximately, or

• K is set to a constant scalar which is determined empirically

• A Wiener filter minimizes the least square error

Frequency behaviour

F(u,v) = W(u,v) G(u,v)

• If K = 0 then W(u,v) = 1 / H(u,v), i.e. an inverse filter

• If K >> |H(u,v)| for large u,v, then high frequencies are attenuated

• |F(u,v)| and |N(u,v)| are often known approximately, or

• K is set to a constant scalar which is determined empirically

• A Wiener filter minimizes the least square error



维纳滤波

• 反向滤波的时候抑制⾼高频

G(u,v) = H(u,v) F(u,v) + N(u,v)

F(u,v) H(u,v)

H(u,v)F(u,v)

F(u,v)

1/H(u,v)

N(u,v)

F(u,v)

G(u,v)

1

1

F(u,v) = W(u,v) G(u,v)

Schematically …

W(u,v)

0 u,v 0 u,v

x +

x



Example
Example 1: Focus deblurring with a Wiener filter

g(x,y)

F(u,v) = W(u,v) G(u,v)
blur V = 1.5 pixels
noise V = 0.3 grey levels

f(x,y)

K = 1.0 e -5 K = 1.0 e -1K = 1.0 e -3



应⽤用Application: Reading number plates

Algorithm
1. Rotate image so that blur is horizontal
2. Estimate length of blur
3. Construct a bar modelling the convolution
4. Compute and apply a Wiener filter 
5. Optimize over values of K

f(x,y) h(x,y) f(x,y)

blur = 30 pixels



应⽤用

• 哈勃太空望远镜

• 升空时反射镜存在缺陷

Image of star



应⽤用

• 哈勃太空望远镜

• 升空时反射镜存在缺陷

• 最初使⽤用去卷积⽅方法消除问题

http://en.wikipedia.org/wiki/Hubble_Space_Telescope

Before and after corrective optics



数学优化



• (Mathematical) Optimization

数学优化

Optimization problem

minimize f0(x)

subject to fi (x)  0, i = 1, . . . ,m
gi (x) = 0, i = 1, . . . , p

I x 2 R
n
is (vector) variable to be chosen

I f0 is the objective function, to be minimized

I f1, . . . , fm are the inequality constraint functions

I g1, . . . , gp are the equality constraint functions

I variations: maximize objective, multiple objectives, . . .

Mathematical Optimization 4

⼏几乎任何问题都可以建模成数学优化问题来求解

最⼤大化问题可以转化为最⼩小化问题

https://web.stanford.edu/~boyd/cvxbook/bv_cvxbook.pdf

https://web.stanford.edu/~boyd/cvxbook/bv_cvxbook.pdf


数学优化

• 如何把问题建模成最优化问题？

• 确定优化变量量

• 制定⽬目标函数

• 写出限制条件



Example

某军⼯工⼚厂⽣生产甲、⼄乙、丙三种产品，⽣生产三 种产品需要A、B两种资源，其单位需求量量
及利利润由下表1给出，问每天⽣生产甲、⼄乙、丙三种产品各多少，可使总利利润最⼤大？

maxx1,x2,x3
40x1 + 45x2 + 24x3



线性回归问题

• 线性模型：

输⼊入 ，输出 ，系数是

• 例例如：

• 学习时间和考试成绩

• 疫情死亡⼈人数与确诊⼈人数

𝑎 𝑏 𝑥

b = aT x



•给定了了⼀一系列列观测值 ，如何确定 ？(𝑎𝑖,  𝑏𝑖) 𝑥

线性回归问题

b = aT x

• 从数据中估计模型参数⼀一般称为模型拟合（model fitting） 
或者回归（regression）



最⼩小⼆二乘法

• 最⼩小⼆二乘法：最⼩小化均⽅方误差（Mean Square Error，简称MSE）

•残差：  

•残差向量量：

ri = bi − aT
i x

R = [r1, ⋯, rn]T

̂x = arg min
x ∑

i

(bi − aT
i x)2



L2范数

L2范数：

• 向量量x的欧式距离 

MSE 等于残差向量量  的L2范数的平⽅方

∥x∥2 = ∑
i

xi2

R = [r1, ⋯, rn]T

MSE = ∥R∥2
2



• 假设数据带有⾼高斯噪⾳音

• 给定x观察到 的可能性： 
 
 
 

• P通常被称为：似然函数 / 似然性（likelihood）

(ai, bi)

最⼩小⼆二乘的统计解释



最⼩小⼆二乘的统计解释

• 假定观测数据点彼此独⽴立，则联合似然函数如下

把 纵向列列写出来𝑎𝑖,  𝑏𝑖



最⼤大似然估计

•最⼤大似然估计寻找使似然函数最⼤大化的𝑥

• 最⼩小⼆二乘对应于⾼高斯噪声假设下的最⼤大似然估计



• ⼀一般的⾮非线性模型：

• 定义残差

• 最⼤大似然估计等效于最⼩小化MSE

⾮非线性最⼩小⼆二乘



病态问题

• 病态问题指的是问题的解不不唯⼀一 
例例如：  当⽅方程数⼩小于变量量数  

• 正则化：通过添加先验知识来约束解的性质 

• L2正则：

• L2正则可以让x的值趋向于0

• 作⽤用：抑制冗余的变量量

𝐴𝑥 = 𝑏

min
𝑥

𝐴𝑥 − 𝑏
2
2 + 𝜆 𝑥 2

2



L1正则

• L1范数：

• L1正则：

• L1正则可以让x变得稀疏

∥x∥1 = ∑
i

|xi |

min
𝑥

𝐴𝑥 − 𝑏
2
2 + 𝜆 𝑥 1



正常值与离群值

• 正常值（Inlier）：满⾜足模型/噪⾳音假设的数据点

• 离群值（Outlier）：不不满⾜足模型/噪⾳音假设的错误点

inliers



离群值

• 离群值会让最⼩小⼆二乘回归失败



离群值

• 为什什么离群值会让最⼩小⼆二乘回归失败

• MSE（平⽅方误差）与残差平⽅方成正⽐比

• 受离群值影响过⼤大



鲁棒估计

•如何降低离群值的影响？

•⽤用其他⽬目标函数替换MSE，降低对离群值的惩罚

•例例如L1范数、Huber函数 
 
 
 
 
 
 
 

•这种⽬目标函数⼀一般称为鲁棒函数



RANSAC

• 除了了鲁棒函数，还有其他处理理离群值的⽅方法

• RANSAC: Random Sample Concensus

• ⽬目前最常⽤用的处理理离群值的⽅方法

• 核⼼心思想：

• Inlier的分布总是相似，outlier的分布各有各的不不同

• ⽤用数据点对可能的模型参数进⾏行行投票





图像去卷积的最优化问题

• 优化变量量？

• 需要复原的图像 

• ⽬目标函数？

• 图像经过卷积后与给定的模糊图像接近（似然性、Likelihood）

• 复原的图像⽐比较真实（先验、Prior）



似然函数

• 模糊图像的⽣生成过程： 
 
 
 

• 假设噪声N是⾼高斯噪声，似然性可⽤用均⽅方误差MSE来衡量量：

MSE = ∥G − F ⊗ H∥2
2 = ∑

ij

(Gij − [F ⊗ H ]ij)2

G = F ⊗ H + N



图像去卷积也是线性回归

• Recap：⼀一维卷积



图像去卷积也是线性回归

• Recap：⼀一维卷积



• ⼀一维卷积可以表示为如下矩阵形式 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

•⼆二维卷积  也可以最终写成线性模型 G = F ⊗ H g = F̃h

图像去卷积也是线性回归

h的Toeplitz矩阵



去卷积是病态问题

• 有可能解不不唯⼀一：

? =

=?

Solution 1:

Solution 2:

⊗

⊗

这两组解具有同样的MSE

Slide adapted from Anat Levin



去卷积是病态问题

• 解决病态问题需要引⼊入关于解的先验信息

? =

=?

Solution 1:

Solution 2:

⊗

⊗

Solution 1看上去更更⾃自然

Slide adapted from Anat Levin



⾃自然图像先验

• ⾃自然图像⼀一般是分段平滑的

• 梯度图是稀疏的

• 加⼊入L1正则使得图像梯度稀疏

Image

Gradient

Natural Unnatural



带先验的⾮非盲去卷积

• ⽬目标函数 = 似然函数 + 正则项

_
2

+

_ +
2

?

?

High 

Low 
Equal convolution error

⊗

⊗

min
F

∥G − F ⊗ H∥2
2 + ∥∇F∥1



盲去卷积 (BID)

• 卷积核也未知

• 显然更更加困难

• 需要更更多先验知识！

⊗
未知

未知

=
已知



先验

• 图像梯度稀疏

• 模糊核⾮非负且稀疏

• 优化的⽬目标函数：

min
F,H

∥G − F ⊗ H∥2
2 + λ1∥∇F∥1 + λ2∥H∥1

s . t . H ≥ 0



Removing Camera Shake from a 
Single Photograph

Rob Fergus, Barun Singh, Aaron Hertzmann,  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数值优化⽅方法



• 有些问题有解析解

• ⽐比如⽆无约束的线性最⼩小⼆二乘 
 
 
的解为以下线性⽅方程组的解（⽬目标函数关于x求导为0）

最优化问题求解

̂x = arg min
x

∥Ax − b∥2
2

AT Ax = ATb



• 对于没有解析解的问题：寻找⼀一系列列使⽬目标函数不不断下降的变量量

值完成优化

最优化问题求解



梯度下降

•  %初始化

• while not converge

•  %确定下降⽅方向

•  %确定步⻓长
•  %更更新变量量

𝑥 ← 𝑥0

𝑝 ← descending_direction(𝑥)

𝛼 ← descending_step(𝑥, 𝑝)
𝑥 ← 𝑥 + 𝛼𝑝



下降⽅方向的确定

•对⽬目标函数 在 上进⾏行行⼀一阶Taylor展开

•当 时，函数的值会下降（ 要⾜足够⼩小）

𝐹(𝑥) 𝑥0

𝐽𝐹Δ𝑥 < 0 Δ𝑥



最速下降法

• 何时下降速度最快

•当 的⽅方向与 相同时

•  （负梯度⽅方向）

• 算法：

•

• while not converge

•

𝐹(𝑥0 + Δ𝑥)

Δ𝑥 −𝐽𝑇
𝐹

𝑝 ← − 𝐽𝑇
𝐹

𝑥 ← 𝑥0

𝑥 ← 𝑥 − 𝛼𝐽𝑇
𝐹

梯度⽅方向垂直于等⾼高线



最速下降法

•步⻓长 如何确定？𝛼 Line search types

exact line search: t = argmint>0f(x+ t∆x)

backtracking line search (with parameters α ∈ (0, 1/2), β ∈ (0, 1))

• starting at t = 1, repeat t := βt until

f(x+ t∆x) < f(x) + αt∇f(x)T∆x

• graphical interpretation: backtrack until t ≤ t0

t

f(x + t∆x)

t = 0 t0

f(x) + αt∇f(x)T∆xf(x) + t∇f(x)T∆x

Unconstrained minimization 10–6



最速下降法

• 优点：

• 实现简单计算量量少

• 在距离最优值较远时往往表现很好（启动快）

• 缺点：
• 在最优值附近收敛缓慢

• 当能量量函数性质不不好时会浪费很多迭代

• 为什什么收敛慢？

• 只利利⽤用了了⼀一阶梯度信息

• 没有利利⽤用曲率信息



最速下降法



• 利利⽤用⽬目标函数的⼆二阶导数（曲率）信息

•在 附近进⾏行行⼆二阶展开

•求解最⼩小化 的

• 最佳下降⽅方向（⽜牛顿步）：

𝑥𝑘

𝐹(𝑥𝑘 + Δ𝑥) Δ𝑥

⽜牛顿法

Δx = − H−1
F JT

F



⽜牛顿法

• 优点：收敛快

• 在极值的邻域内⼆二次收敛

• 适合接近最终结果时使⽤用 

• 缺点：Hessian 计算量量很⼤大

• 有时⽆无法计算

• 能不不能近似？

绿⾊色：梯度下降
红⾊色：⽜牛顿法



⾼高斯⽜牛顿法

• 利利⽤用问题的性质来近似求解⼆二阶导

• 最⼩小⼆二乘问题

• 对R进⾏行行⼀一阶近似：

̂x = arg min
x

∥R(x)∥2
2



•此时最优的 满⾜足 

• 最优下降⽅方向： 

• 对⽐比⽜牛顿法：

•⽜牛顿步：

•⾼高斯⽜牛顿法⽤用 近似Hessian矩阵

Δ𝑥

Δx = − H−1
F JT

F

JT
R JR HF

⾼高斯⽜牛顿法

Δx = − (JT
R JR)−1JT

R R(xk)



⾼高斯⽜牛顿法

• 优点

• 不不需要Hessian，容易易计算

• 收敛快

• 缺点
• 如果 不不可逆，算法会变得不不稳定𝐽𝑇

𝑅𝐽𝑅



Levenberg-Marquardt

• LM法通过“正则化”回避这个问题

•对于全部  ， ⼀一定是正定的𝜆 > 0 𝐽𝑇
𝑅𝐽𝑅 + 𝜆𝐼

Δx = − (JT
R JR + λI )−1JT

R R(xk)



Levenberg-Marquardt

• 的效果

•  ：梯度下降步，并且⻓长度短

•  ：Gauss-Newton 步

• 的选择

• 每轮迭代更更新

• 当下降明显时，

• 当下降不不明显时，

𝜆
𝜆 → ∞

𝜆 → 0

𝜆

𝜆

𝜆

Δx = − (JT
R JR + λI )−1JT

R R(xk)



Levenberg-Marquardt

• 优点：

• 启动快（ ）

• 收敛快（ ）

• 不不退化（ 总是正定）

• LM = 梯度下降+⾼高斯⽜牛顿

𝜆

𝜆

𝐽𝑇
𝑅𝐽𝑅 + 𝜆𝐼



⼩小结

• 图像去模糊

• 图像模糊的原因：抖动、失焦

• 图像模糊的数学表述：卷积

• 图像去模糊的⽅方法：反卷积

• 数学优化

• 如何建模：⽬目标函数、正则

• 如何求解：梯度下降、⽜牛顿法、⾼高斯⽜牛顿、LM


